POŠTARINA PLAĆENA U GOTOVU 


\TSKO PRIRODOSLOVNO DRUŠTVO 


> GLASNIK 
_MATEMATIČKO- FIZIČKI 1 ASTRONOMSKI 


> PERIODICU 
{ATHEMATICO-PHYSICUM ET ASTRONOMICUM 


re cya as Sige = 


SERIJA I. 


Sadržaj — Cojepxaune — Table des matiéres — Contents 


Strana | 
D. Blanuša: Kakva je geometrija na ploči koja ' 
rotira? — Teomerpua Ha Bpanjaroujerica IINACTHHKE ? 
— Quelle est la gćomćtrie sur une plaque en ro- 
tation? — The geometry on a rotating plate? .  97—11 Ž 
Bb. Kurepa: Matematički kontinuum — Matematu- 
ueckuii KOHTUHYyM — Sur le continu mathéma-. 
tique — Mathematical continuum etre oe SIS 
M. Katalinié: O pojavima ogiba kod sjena u 
svjetlosti | parcijalno pomrčalog Sunca — O nmuo- 
ČPAKLUH B = NONYTOHU  NOMPAYEHHOTO Commya — 
Sur les phćnomčnes de diffraction dans les om- 
bres projetées par la lumičre solaire pendant 
des éclipses partielles. — On the diffraction in 
and around the shadows cast during partial solar 
ine A ee ee a TA eee 


asa 


Oe tučka dinac 


Ugao za svakoga — PasHoe — Mćlanges — Miscellany a 


Kako se pomoću petokrake pee može izračunati _ 
alu m M Ra vcera e 186. | 


LIV: Doble se. brojale), (0 a s PER SATE 
Zadaci 28—82 — 3agaun 28—32 — Hrojvinad LA Ser as =a 


ie ješenja 1, 2 7, 8 — Pemenns G2 7, S — Solutions 


: 
: 
3 
j 
u 
H 
+ 


Dr, ing. Danilo Blanuša, Zagreb: 


Bs KAKVA JE GEOMETRIJA NA PLOČI, 
z KOJA ROTIRA?*) 


U uvodu svoje knjige o predočivanju teorije relativnosti u : 
_trodimenzionalnom prostoru Lobačevskoga V. Varićak') napo- 
S minje, da bi geometrija Lobačevskoga mogla biti značajna i za 
%, opću teoriju relativnosti, pa ističe slučaj kružne ploče, koja 
 rotira. Već je Einstein primijetio), da će zbog Lorentzove kon- 

trakeije mjerila, koja su postavljena okomito na polumjer, 

omjer izmjerenog: opsega i promjera takve ploče biti veći od 
qr, a. isto to vrijedi i u geometriji Lobačevskoga. . 
= Pokušajmo dakle istražiti sa stanovišta opće teorije rela- 
tivnosti kakva je geometrija na ploči, koja rotira. See 
U specijalnoj teoriji relativnosti upotrebljavaju se t. ZV. 
inercijalni ili Galilejevi |  prostorno-vremenski koordinatni su- 
tavi. U takvom bi se sustavu slobodna materijalna točka, izba- 
3 éena u bilo kojem smjeru, gibala jednoliko i po pravcu, t. j. . 
među četiriju koordinata x, y, 2, t. Razni Galilejevi | sustavi 
¥ nalaze se međusobno u stanju jednolike translacije. Između 
I coordinata dvaju takvih sustava vrijede relacije, koje su po- — 
znate pod imenom Lorentzove transformacije. Za kvadrat lie: ze 
skog elementa vrijedi izraz ——— . RSS 


ide dat + ay? + a + det — edt, ee 


e 


e a € Drina svjetlosti. Taj je izraz Mania soi Ke 


rentzovihk | transformacija. oIzrazom za kvadrat linijskog ele- | 
enta određena. je _omet@ikac -prostorno-vremenskog kon . 


ae 
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zionalni: rez t = const. ili dt =0 toga četverodimenzionalnog | 
‘kontinuuma, onda taj rez ima euklidsku metriku s linijskim 


elementom a 
dje da? Edy: FP de: (2) 3 


Točke toga reza su sinhrone u onom Galilejevu sustavu, u 
kojem operiramo, dok u drugim Galilejevim sustavima, koji se. 
Spram ovoga nalaze u stanju jednolike translacije. te točke nisu | 
sve sinhrone. : : 

Transformacijom ‘na bilo kakve druge koordinate 2,, X, X,» | 
XG (koje dakle mogu biti i krivocrtne) izraz (1) prelazi u opći 
oblik ž : i 

ds* = gudxidXp (g = grid (8) 


_ gdje po poznatom propisu treba sumirati od 1 do 4 po svakom | 
općem indeksu, koji se pojavljuje dvaput, a da se znak sume. 
posebno ne naznači. Veličine J;, su pri tom stanovite funkcije 
- koordinata. 
} U općoj teoriji relativnosti ima kvadrat linijskog elementa 
također oblik (3), samo što su tamo veličine J;, Općenito takve 
funkcije koordinata, da ne postoji nikakva transformacija 
koordinata, kojom bi se oblik (3) mogao u cijelom prostorno- 
vremenskom kontinuumu (pa niti u konačnom njegovu dijelu) 
svesti na oblik (1). Metrika onda više nije pseudoeuklidska, nego. 
2 je opća Riemannova, a veličine g, imaju- značenje potencijala. 
= gravitacije i ovise o raspodjeli masa. Može se ipak tranforma- 
jom koordinata nose da u nekoj Prostorno vremenskoj toč a 
u toj točki bude | 
ae “ae oe Pa Bk. 
Por E neers tia (GI i 
da osim | toga. seliti. i ae ian točki budu Sanne 
ee prve. Weed po koordinatama. u. toj t 


(or S x st 
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_ njom, koja slobodno pada. U toj je škrinji, dakle u blizoj oko- 
lini ishodišta toga sustava, uklonjeno polje gravitacije, i fizi- 
kalni se pojavi odvijaju kao u inercijalnom sustavu. < 


Promatrajmo u nekom koordinatnom sustavu trodimenzio- 2 
nalni rez x, = const., dakle dx, = 0. Metrika, koja bi formalno- ~ b 
matematički morala vrijediti u tom rezu, dobije se, ako se u či 
izrazu (3) stavi dx, = 0, t. j., ako se sumacija u tom izrazu pro- ees 
tegne samo od 1 do 8. Uvedemo li propis, da se preko grčkih | 
indeksa, koji se pojavljuju dvaput u nekom članu, ima sumi- 
rati od 1 do 3, to će kvadrat linijskog elementa u tom rezu 
x, = eonst. glasiti — $ 


ca eee re a o i o 


ds? — Bu ax ax, : a (5) i 


= Pokušajmo ovo razmatranje. primijeniti, na slučaj kružne 
= ploče, koja rotira oko. svoje osi simetrije okomite na ravnini ž 
4 ploče. Uzet ćemo tu os rotacije kao OS 2 koordinatnog | sustava. 
U sustavu, koji miruje (i u kojem nema polja gravitacije, dakle | 
u Galilejevu sustavu), vrijedit | će izraz (0, ili u cling aa 
_koordinatama +, a ee eae 


Fords = dr? ad # + da edt. 


M Sripdinacs sada: na sustav, ts NOR kutnom. brzinom 
uvedimo: eilindričke koordinate Ka bt T toga sustav: 
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U općoj teoriji relativnosti dopuštaju se samo takvi koor- 
dinatni sustavi, u kojima veličine g, zadovoljavaju nejed- 


nadžbe?) 
4 Fes Su S12 813 
£11 > 93 a A | > 0; | Bun Bee fu | > 9 Su <0: (11) 
Nika 831 832 833 


sein LA SER CLAN My NAGS sni 


Uvrste li se vrijednosti (10) u te nejednadzbe, to izlazi 


1 >0;| 0 92 I=e> 07E O 9776: [== p25:0; paž C= a) 
| Ma 001 


Prva su tri uvjeta dakle zadovoljena, dok zadnji uvjet zahti- 
jeva, da oso bude manje od c. Nase koordinate su dakle dopu- 
stive samo za 


A rosea 13) - 
E pier 5 : (13) 

Izvan toga morale bi se koordinatne linije drukčije nastaviti, 
što je moguće provesti, ali nas ovdje ne zanima. Sama ploča 


ne može sizati u područje = a xe pt obodna ieane KO) ; 
[O] y 


> onda postala veća od brzine svjetlosti EAS EO prema teoriji 3 
relativnosti nije moguće. 4 

~ Koordinata vremena <, koju smo uveli na temelju (Ty, 
odabrana je tako, da ure na ploči, koje bi to vrijeme. pokaza ; 
ms vaile, budu regulirane na takav. način, da ida sinkrono s urom | 

u središtu rotacije. Pri tom se sinhronizacija zamišlja prove: 
de a svjetlosnim signalima, kako je to dobro poznato iz speci- s 
jalne: teorije relativnosti“). Naprotiv, ure na periferiji ne bi 


BOLE ol oe 


m smisl tile one LA = 2. S 


uji is eh DA 


nA ura 
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Promotrimo li prostorni rez s = const. ili dt = 0, izlazilo 
bi prema (9) za metriku toga prostornog reza 
do? = dp? + p?dq?.+ dt, (14) 


a to bi bila euklidska metrika izražena u cilindričkim koordi- 
natama. No vidjeli smo već na početku, da geometrija, koja će 
vrijediti na ploči, koja rotira, ne može biti euklidska. Gdje je 
dakle pogreška u razmatranju? 


Zamislimo u nekom prostornom rezu x, = const. prostorno- 
vremenskog kontinuuma (u kojem može biti gravitacionih 
polja) dvije blize točke A i B s koordinatama x,, X, X, 1 
x, + dx,, X + dx,, x, + dx, Pitamo, koja je. udaljenost do 


tih dviju točaka. Ako su te točke spojene nekim materijalnim | 
mjerilom, treba dakle odrediti duljinu toga mjerila. Zahtijevat 


ćemo pri tem, da to infinitezimalno mjerilo miruje u odabra- 
nom koordinatnom sustavu u času mjerenja (x, = const.), t. j., 
da prostorno-vremenska linija početne njegove točke dira 


_ koordinatnu liniju x,, x, x, = const. — Povrh toga ćemo 
zamišljati, da na to mjerilo ne djeluju nikakve vanjske sile, 


koje bi mogle prouzrokovati kakvu deformaciju, t. j. mjerilo — 
: slobodno gravitira. Mjerilo će dakle mirovati u jednom lokal- 


onom “a a Busty U3 iu njemu će se vidjeti njegova duljina | 


x 
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LL 


natnim linijama vremena # u lokalnom Galilejevu sustavu, u. 
kojem mjerilo miruje i s koordinatnim linijama vremenske 
koordinate x, našeg prvotnog sustava. (U sl. 1 su sve linije 
crtane kao pravci, jer se radi o infinitezimalnim dijelovima 
dotičnih krivulja). Da ustanovimo duljinu mjerila, položimo 
u lokalnom Galilejevu sustavu“ kroz točku A prostorni rez 
t = const. i dobijemo na prostorno-vremenskoj liniji drugog 
kraja mjerila sinhronu točku C. Udaljenost AC je tražena 
: duljina našeg mjerila, jer je to udaljenost dviju točaka početne 
i krajnje prostorno-vremenske linije mjerila, sinhronih u lokal- 
nom Galilejevu sustavu. : 


O 


Pm Va he E ire 


Bed dat SVO api al 


Točka B ima u prvotnom koordinatnom sustavu koordinate 
x, + dx, x, + day x, + dx, x, jer leži na-rezu x, = const. 
Odgovaraju joj dakle diferencijali dx,, dx,, dx,, 0. U lokal- 
nom Galilejevu sustavu ima koordinate x + dx, y + dy, 
2-4 de, 4+ dt, odgovaraju joj dakle diferencijali dx, dy, 
dz, dt. Točki C odgovaraju diferencijali dx, dx, dx,, da, | 
gdje će biti da, =|= 0, ali dx, dy, -dz, 0, jer leži na rezu t= const. 
Prema tome je u smislu formule (D.. ' 


Al? = de? = dx? + dy? + dz ace (15) 


AB ix ds? = dx? a dy? + dz — edt? = = do? — cdt*. (16) 


> U drugu ruku je ds? Toto dakle — 


yds? = Sisa = dot — edt 
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, 


dakle ds? funkcijom varijable dx, i izračunajmo prvu deri- 


~ vaciju: = 
d d(dst) _ d(dx;) d (dx,) 
é a(dxy S Šu aide Oe ‘Bind “i d(ax,) * es 


Šš Jasno je, da je 


d(dx) OO ~sa i SA 
Kete — 


5 “d(dx,) E S a 

dakle em 
d(ds? | 0 

ž tae as 4.4%, a: gas, Te es fede = 


: Uvjet za ekstrem glasi prema tome 
SudX, = 0. a (20) ce 


Da iz toga uvjeta i izraza (17) za ds? eliminiramo dx,, mno- 


= ree oe E 


> ; GK as cars eee 
| Zimo (21) sa ous, što daje | <: e sE 
: i Su = E S es 
> ade ' EITE dx, dx, =" : 3 = Ž 2 (22) Pr 
| a : == Bu notes ee 


Odbijemo eS = oe 


t, ty 


T ime je već 6 eliminacija provedena, j le se odmah vidi da čl - Ze 


k 4. Sakai. se dakle i može ogradio. na evened 
d 1 do = Pišemo. u dea Moe. u glasi ni 
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izračunati samu transformaciju koordinata, koja daje prijelaz 
na lokalni Galilejev sustav. 7 
os > Vidimo sada, u čemu smo pogriješili kod određivanja 
: metrike na ploči, koja rotira. 

2 Formalno-matematička metrika prostornog reza, dobivena. 
na temelju postavka dx, = 0, samo je onda identična s fizi- 


= kalnom metrikom, ako je 
= 0 (i = 1, 2,3). (25) 


po 


o, 
Sik 


To je ispunjeno primjerice -kod t. zv. statičkih gravitacionih | 
polja, gdje su osim toga veličine g,, aeovisne o x, Ako je ispu 
njen samo potonji uvjet, govori se o stacionarnom ds?, a takav 
je slučaj i u našem koordinatnom sustavu za ploču, koja rotira. 


Stavimo li 


dakle 


at de 
> oF 
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eee an 
z e P ; 
P + Gf eee dy = In ————- > 270 (32) 
Pon , 25.08 2.52 
rf U ie if —ft | 
4 0 Ce €? 


u skladu s našim oéekivanjem. 

Da odlučimo pitanje, da li se radi o geometriji Lobačev- 
skoga, računamo Gaussovu zakrivljenost, koja pripada metrici 
(20). Za ortogonalne koordinate (g,, = 0), Gausova zakrivljenost 
dana je formulom") 


a Past eo 1-024 a) izo, Žm 
Ž K _—— E.| = E OU sak 22 Ree 
ž ; "818.2 | OX, le. Ox, * OX, = Ox, | ee 

aq U našem je slučaju Še. ES 3 


= = : hee. Bs ; e? : a “a 
1 X= 6 % = 4% 21 = 1, Bn = Parne (34) a 


€? 
dakle prvi član u uglastoj zagradi otpada, pa izlazi 


acon is 
> 


Ja za p20? 
; Cc 
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Rješenje te diferencijalne jednadžbe glas 
(ge === ch —, K, E tos sh Ku : (39) 


Budući da u infinitezimalnoj okolini točke p = 0 želimo dobiti 
euklidski linijski elemenat ‘ 


: do? o + pda, (40) - 
te. dobijemo či orejinh izraza (39) u red potencija lako 
Bo | Laha a 
- : 2 ae 5 = 2 C, = Era Bias Tt oe (41) 


ds? = dy pi. A ee (42) 


2 Toj je ponas opie za inotriku geometrije Lobačevskoga“). Opseg 
kružnice sa središtem o = 0 izlazi ovdje 


~~ 


SO na. 
E baits drukčije nego u geometriji, koja vrijedi na ploči, koja : 
Br rotira. s KYRA 
Na Aah sepa još ukratko diskutirati. neke rizika ko 
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naponi zbog neeuklidske metrike imaju red veličine od 0,2 mg 

cm". Tek kad bi E dosegao vrijednost od eca 10'5 kg/em? ee 

f veličine, kod koje bi brzina zvuka u dotičnom materijalu do- Ke 

~ segla brzinu svjetlosti), ti bi naponi dobili isti red veličine kao | 
naponi od centrifugalnih sila. Razumije se, da materijal s tak- 
vim golemim E ne poznajemo. 


e 


: Ima edna načelna razlika. između napona od centrifugal: 
ih sila i napona izazvanih neeuklidskom metrikom. Naponi od _ 
centrifugalnih sila ne ovise- o modulu a Da se Gi Z 


java. Sea na stanovitu Rr a pa donje Gana e 
( po ao ee? napona. See energije Misa u- 


mS ~ 
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neograničen broj stepena slobode. To se prema eno odmah 
uviđa, ako zamislimo, da na više mjesta na tijelo počinju dje-. . 
lovati neke sile. Budući da se djelovanje prema teoriji rela-_ 
tivnosti ne može širiti brzinom većom od brzine svjetlosti, to 
moraju najprije nastati lokalna gibanja. Možemo postići, | 
tih lokalnih gibanja bude velik broj, pa tako ni broj stepena 
slobode ne može biti ograničen. Kruto tijelo, naprotiv, ima samo _ 
6 stepena slobode. 


Resume 
QUELLE EST LA GEOMETRIE SUR UNE PLAQUE 
EN ROTATION? 


Par 


Danilo Blanuša, Zagreb 


Dans son livre connu V. Varićak!) fait observer que la | 
. géométrie lobatchewskienne pourrait avoir une certaine impor. | 
‘tance pour la théorie de la relativité générale et il cite Vexem 


Beple de la plaque en rotation ou, d’aprés Einstein,?) le rapport | 
entre la périphérie et le rayon est plus grand que 7, a cause 
de la contraction de Lorentz des regles qui se meuvent avec 


1 


eorie ee in reat eae ; 
ace punt le, oo. est nae Re pour le ee 
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une transformation qui conduit a cette forme A un point de 
Tespace-temps, et qui rend a ce point les 9,, Stationnaires, 
@est-a-dire que leurs dćrivćes par rapport aux coordonnées 
soient nulles. On parle alors de coordonnées naturelles et d'un 
systeme galiléen local. D’aprés la théorie de la relativité gene- 
rale, dans un tel systeme la thćorie de la relativité restreinte 
est valable au voisinage du point considéré et localement le 
champ de gravitation est éliminé, 


Si Von eonsidčre la coupure a trois dimensions Xi = COUSt; 
dans un systeme de coordonnćes quelconque, on obtient la mé- 
trique de cette coupure du point de vue formel-mathématique en 
posant dx, = 0 dans la forme différentielle (3). Nous convenons 
@étendre la sommation par rapport aux indices grees appa- 
raissant deux fois de 1 A 3 seulement et ćerivons par conséquent_ 
12 métrique obtenue sous la forme (5). = oe 


Essayons d’appliquer ce résultat a la plaque en rotation. 


L’introduction des coordonnées cylindriques r, 9, ¢ donne — 
pour le ds? de (1) Fexpression (6). Un systeme tournant avee = = 
la vitesse angulaire o aura les coordonnćes eylihdriques p, ¥, € e 
et la coordonnće de temps < lićes avec les prćcedentes. par les E 
relations (D, ce qui donne gle ds? de (9) avee les valeurs, es 
des a 


Les restrictions connues in pour les coordonnćes qu'on > 
lise dans la théorie de la relativité générale entrainent la 
condition (13) qui indique que nos nouvelles coordonnćes ne 
01 se epee are. dane une ae te limitće dea eS 


a 


viphérique passe la vitesse de I) sibitaiare. Los “Sox oni 
os les relations. (7) impliquent pour les horl 


? ee avec : Lhorlos e au 
a la pér o une marche zi g: La 


Br 
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Pour éclaircir cette diffieultć, nous considérons deux 

points A et B infiniment voisins d’une coupure spatiale - 

x, — const. de Vespace-temps, les champs de gravitation étant 

admis. Leurs coordonnées sont X, X., X et x + dx;, Ka + dag 

ža + dx, respectivement. Nous voulons déterminer leur distance 

a Vaide Fe une regle matérielle infinitésimale qui joint ces deux 

ae Cette rčgle devra étre en repos par rapport au systeme 

de coordonnées au moment de la mesure. Pour trouver la vraie 

longueur de cette regle, nous la mesurons au systeme galiléen 

-lecal par rapport auquel cette regle est au repos. Les lignes. 
spatio-temporelles des deux bouts de la regle . contiennent 
respectivement les points. A (X45 Rip egy eg) ete Bande dx, 

Pa Uy ke s xa. 103 “po etnies different qu'a des infiniments 

petits d’ordre supérieur des lignes des coordonnées x, et t d 

systeme original et du systeme galilćen local, pourvu qu'on 7 

borne au voisinage infinitésimal du point A (fig. 1; commé 

il sagit de portions infiniment petites de ces lignes, elles sont 

; representées par des droites). Considérons la coupure spatiale 

t = const. au systeme galilćen local, menće par le point 4, 

Son intersection C par la ligne spatio- temporelle de l’autre 

= _ bout de la rčgle est le point synchrone avec A et par conséquent 

la, distance AC est la longueur cherehée do de notre rčogle. 

Comme aux points de la ligne BC correspondent les méme 

différentielles dx,, dx,, dx, et aussi dx, dy, dz et comme le ds 
est invariant, on obtient les relations (15), (16) et (17). Au poi ' 

C, eest-a-dire pour dt = 0, ce ds* est maximal comme il en | 
résulte de (17) et on trouve le dx, appartenant au point C e 

égalant a zéro la dérivée de ds? par rapport a dx,. Cela condi 

aux relations (18), (19), (20) et (21). En soustrayant (22) de (21) | 

on réussit a a éliminer dx,, car dans (23) tous les membres d 

la somme sont nuls ot un au moins des indices i, kala valeur 4 

La métrique cherchée correspond donc a la forme différentiell 

(24). Cette métrique obtenue par des mesures physiques diffe: c 

den. général de la métrique mathématique (5). Th. De Donder") | 

arrive au meme. résultat par: une voie un peu différente, as | 

deux sae nes et ee sont alent si la condition 


nm ‘ ; : . 
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> est done donnée par la formule (32 )). Pour décider s’il s’agit de 

"la géométrie lobatehewskienne, nous caleulons la courbure de 
Gauss, donnée par (38).7) Le résultat (35) montre que cette 
_ courbure est négative Mais qu’elle dépend du rayon o tandis : 
au’ a la géométrie lobatchewskienne appartient une courbure | SS 
i onćgative constante. Au voisinage du centre de rotation la ka: 
géométrie lobatchewskienne pourra étre employée comme bonne Ja 
approximation et son ds? aura la forme (42). La périphérie du 
cercle serait donnée par la formule (48). 
Quant aux conséquences physiques du changement de metri- 
que que la plaque subit en passant du repos a la rotation il est 
oelair que le prolongement de la périphérie provoquera des 
tensions du matériel qui est foreé de se dilater. Les tensions, 
Si elles étaient grandes, causeraient des fissures d’apres” bei 
Brig: 2. Un exemple numérique montre qu’elles sont négligeables = 
' en comparaison aux tensions dues aux forces centrifuges. ZLE 
lon pouvait augmenter indéfiniment le module d’élasticité E, : 
| ces derničres tensions. resteraient les mémes, tandis que jeg e 
ea M etormations et par conséquent énergie de déformation, dues — 
bEz aux forces centrifuges diminueraient. Par contre, le changement | 
de métrique détermine certaines | déformations du matériel | et 
Paugmentation de E eritrainerait. une augmentation des ten- 
I ns et de énergie de déformation. Pour donner une certain 
i oe sia a la ako dl davim: lui amener i 


as 


k< 
G 
še - 
*. 


“ du x naka 
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| MATEMATIČKI KONTINUUM*) 


1. Pojam. Brojevi Se i 25%. | : 
Tema matematički kontinuum vrlo je široka, skoro toliko — 
široka, koliko tema o matematici uopće. Inače, za većinu mate- . 
matičara, matematički kontinuum (ili linearni kontinuum) je : 
skup realnih brojeva, t. j. skup racionalnih i iracionalnih bro- 
jeva. Sjetimo li se bitnog razlikovanja racionalnih i iracional+ | 
~ nih brojeva,!) jedva imožemo zamisliti koliko su stari Grci bili | 
ushićeni, a ujedno i prestrašeni, pronalaskom iracionalnih 


PS brojeva odnosno nesumjerljivih veličina. Za njih je to mnogo. 
značilo, između ostaloga i zato, što su se tom prilikom susreli 


bee. s novom vrstom beskonačnoga. Mi smo se danas već toliko 
privikli na razne oblike beskonačnog, da na pr. kod pisanja 
beskonačnih decimalnih razlomaka, nismo ni svijesni, da svako 
pripisivanje nove znamenke označuje nov korak k neizmjernom. 

To je bio susret jedne vrste s neizmjernim s t. zv. potenci- 


jalnim neizmjernim. š E 
di a Sasvim je druge vrste bio susret s neizmjernim onaj, kad 
je 1874. Cantor, dokazao da faktički imamo bar dva razli- 
čita beskonačna: neizmjerno prebrojivo —-broj Qo + Zv. alef 
— broj 28" ili kraće broj €. 


nula — i, neizmjerno kontinuuma 

Tae Jasno je, naime, da prirodnih brojeva ima % mnogo, a za 
Ma o oneki drugi skup E reći ćemo da ima isto toliko elemenata, ko- 
= liko i skup prirodnih brojeva, ako se njegovi elementi mogu 
> spariti s prirodnim brojevima 1, 2,3,4.... baš onako, kao što 
> se mogu spariti prsti lijeve s prstima desne ruke. Svakom bi 
k izgledalo zorno, da racionalnih brojeva: ima kudikamo više od 
3 prirodnih brojeva, a međutim, ipak se i svi racionalni brojevi 
mogu spariti s prirodnim brojevima i napisati dakle u obli 


a ete ss ko ee 
Pa i maša iracionalnih brojeva — svi algebarski broj 


Matematički kontinuum šaka! 


Naprotiv, Cantor je 1874. pokazao da je to nemoguće uči- 
niti s realnim brojevima, jer kakav god niz realnih brojeva 
napisali, ima realnih brojeva koji u tome nizu nijesu sadržani.) 
To je otkriće fundamentalno za noviju matematiku. 


2. Dinamizam u današnjoj matematici. — 


Inače, dominantna erta u današnjem izučavanju kontinu- 

ima i u današnjoj matematici uopće, jest izvjesni dinamizam 3 
(transformiranje): povezivanje najraznoličnijih elemenata. Tu 
u prvom redu dolazi pojam funkcije f(x) kao transformacija 
tačke x u tačku odnosno tačke f(x); pri tome x ne mora biti 
broj nego kakova god tvorevina na pr. tačka u ravnini, povr- 
Sina i t. d.; a niti f(x) ne mora biti broj. eee 
Specijalno su važne t. zv. neprekinute funkcije f(x) i ne- ee 
prekinute transformacije linearnoga kontinuuma kao cjeline i 
njegovih dijelova. Što sve na pr. može biti neprekidna slika ae | 
skupa iracionalnih brojeva? Eto staro-grékom rastvaranju ee ka 
prirodnih brojeva“ 243. u niz parnih brojeva 2, 4,6... = 
: i niz neparnih brojeva 1, 3, 5... . možemo dati, danas, kao 


primjenu na pr. preslikavanje segmenta OLxL1 realnih brojeva 
na jedinični kvadrat. Poslužimo se prema Lebesgue-u, mjes? 
= sto decimalnim ada (s bazom 10), brojnim sustavima baza 


i 
ba 
ie, 


2 i me Neka je x ==. KLA gdje jose adi 2 dakle Anes 


# % — ae = 


kn = 0 ili A svi ti aes uo čine oe TN. 


Ree a. eee r, 
erin, 1982, naročito ib: ut. ša 
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sf “Ay E E BAE 


Promatrajmo funkcije 

, e: 
Gomila) A no x) = so i pridružimo konačno - 
broju (1) tačku (y,(x), y.(x)), ravnine. Kad x prolazi sve tačke 
Cantorova skupa, ispunjavat će (2) čitav jedinični kvadrat u 
prvom kvadrantu. Time je mršavi Cantorov triadski skup D 
doveden u »prekrivanje« s čitavim jediničnim kvadratom. Da 
gornje funkcije (2) upotpunimo i u preostalim intervalima seg- 
menta [0,1], izvan Cantorova skupa, možemo se poslužiti line- 
arnom interpolacijom; očito se dobiju dvije kontinuirane funk- | 
cije, pomoću kojih se dakle segment [0,1] realnih brojeva ne- | 
prekidno preslikava u jedinični kvadrat. Mogućnost neprekid- — 
A nog preslikavanja linearnog segmenta na kvadrat uvidio je | 
z koncem prošloga stoljeća prvi Peano. Međutim ta preslika- 
vanja, ma da su jednoznačna, nisu niti mogu biti reci-_ 
pročno jednoznačna, čime je sačuvano zorno razlikovanje po. 
dimenzijama pravea, ravnine i prostora. 


Sa oo 


isla > 


3. Dijelovi kontinuuma, Suslinovi skupovi. 


 Kontinuum se izučava kao cjelina, a izučavaju se i njegovi. 
. pojedini dijelovi. Među najistaknutije dijelove matematičkoga 
+ kontinuuma dolaze: intervali, segmenti, početni i svršetni ko- | 
‘madi zatim sume intervala) (to su t. zv. otvoreni skupovi), 
BK zatim njihovi komplementi>) (t. zv. zatvoreni skupovi) i t. d. 
> Naročito mjesto zauzimaju Suslinovi ili analitički. skupovi: to. 
osu transformati skupa iracionalnih brojeva pomoću jednoznač- | 
onih neprekidnih funkcija.") : 


> Kažemo li, da je neka tačka a: tačka Porjskta ili ‘Gomi 
pai E, ako svaki interval koji sadrži tačku a sadrži bar jednu. 
tačku skupa E različitu od a, onda imamo ove definicije: 1. 
skup je zatvoren, ako sadrži sva svoja gomilišta, 2. skup | 
g As ako je da see ove tačka a Dec od g sk 


Matematički kontinuum M 2S 


. Perfektni skupovi igraju naročitu ulogu i važno je napo- 
menuti, da svaki neizmjerni neprebrojivi zatvoreni skup sadrži 
jedan perfektan skup (Cantor-Bendixon-oy.teorem), Čak 
svaki neprebrojivi Suslinov skup sadrži perfektan skup, pa je 
taj Suslinov teorem jedan od vrlo lijepih rezultata toga 
područja. Naprotiv, pitanje, da li i neprebrojivi komplement Su- 
slinova skupa sadrži perfektan skup vrlo je teško pitanje i jos 4 
nije rijeSeno. 


Pro Ru 


4. Borelovi skupovi. 


Među jednoznačnim neprekinutim transformacijama skupa — je 
iracionalnih brojeva naročito mjesto zauzimaju one transfor- 
“macije, kojima je i inversna transformacija jednoznačna. U 
tome se slučaju dobiju specijalni Suslinovi skupovi t. zv. | 
= Borelovi skupovi. Luzin je učinio veliki posao dokazavši, da: 
“se Borelovi skupovi, koji su od prije bili definirani na drugi — 
MEnačin podudaraju s baš takvim specijalnim Suslinovim sku- | 
 povima. = 
Prije su Borelovi linearni skupovi bili izmedu ostalog do = 
_ finirani ovako: to je najmanja familija linearnih skupova, koja | Ba 
sadrži sve zatvorene skupove, a osim toga ima svojstvo, da Še 
sadrži i produkte") i sume’) svakog niza svojih članova. ' 
_ Postupno se Borelovi skupovi (mogu ovako definirati: 


_ Polazimo od zatvorenih ue kao klase 0 Mis eje 


a nI oe 2 ide dalje no Na pr. klasa C,, je 
jena od. produkata: nizova. skupova izvađenih i iz 2 oe 
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klasu Ce ey kao onu, koja je sastavljena od suma nizova sku- 
pova iz ©, ; dalje dolazi Oran pyet E d. 


Da stvar možemo precizirati, treba da se upoznamo s no- 


vom vrstom brojeva, transfinitnim ordinalnim brojevima, koji 
produžuju niz 1,2, 8... . prirodnih brojeva, jer nam se upravo 
nametnuo problem, da gornjoj klasi 'C,, damo rang, koji je 
veći od ma kojeg konačnog ranga n. 


5. Transfinitni ordinalni brojevi. Brojevi o, (2, Ny. 


Sjetimo se, da brojevi imaju raznih uloga i specijalno čim 
se neka pojava pokaže koja se često ponavlja i od koršsti je, 
uvodimo nove brojeve, kao indekse za opisivanje tih pojava. 
Primjenimo li tu misao na negativne brojeve, imaginarne, ra- 
cionalne i t. d., uvjerit ćemo se, da je to tako. 

Već preko jednog stoljeća osnov matematike sastoji se u 


: pojmu graničnoga prelaza ili limesa. Uzmimo najjednostavniji 


geometrijski primjer. Podimo od jedinične dužine P,P; raspo- 


= lovimo tu dužinu; neka je P, njena sredina; raspolovimo du-. 
= žinu P,P: dobit ćemo P,, raspolavljanjem P,P dobivamo P, itd. 
> Imamo dakle niz tačaka P,, P,, P., i t. d. i niz njihovih apscisa. 


tački P: Les tački P dig E thes novi rang, nepoz 


xd svakog obiénog ranga tate ZV. Tang © 3 - 


E » bit ée ime nase tatke P H) smislu da P dolazi baši 
a ps: pikes Rua: we e 


Se 
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Kako da te indekse zgodno definiramo? Poslužimo se opet sku- 
pom racionalnih brojeva i promatrajmo t. zv. dobro uredene 
skupove racionalnih brojeva.) 

Najprije dolaze dobro uređeni skupovi s po jednim članom, 
dakle im je rang 1, pa onda skupovi od po 2 broja-ranga dakle 
2, pa skupine od po 3 broja, ranga 8, pa dobro uređeni skupovi 
tanga -@: to su uzlazni nizovi -aj,< a,<a,<... gdje. 
SU Gy, a, .. .. racionalni brojevi; onda dolaze skupovi ranga 
o +1, dakle skupovi oblika a, < a, a,6...6 an <. eee 
Pes ed) skupova“ oblika. ag < ay 6 si Sa S ene OG lS 
“aS a neck 
2 Svaki takav rang prestavljen je dakle izvjesnim dijelom 
skupa racionalnih brojeva, pa je zato prebrojiv, u smislu da je 
prebrojiv pripadni dio skupa racionalnih brojeva, 

: Ti rangovi ili odmah da kažemo Cantorovi ordinalni bro- 
jevi imaju ova dva glavna svojstva: 1) poslije svakoga broja 


ka dolazi slijedeći viši t. zv. a+1; 2) poslije svakoga rastućeg — x 


niza brojeva Qi; do + + + Gn, + + . dolazislijedeći najmanji: njihov 


ee 


m rio uta erty 


| rang een) s O a da je cota oes od Q . bas Ne 


cee s eee oe 


š smes. t. j. lim x, , ispred kojega nema najveceg ordinalnog | 
đ - n>o : z : dani 
broja. : Ka see 
Zato skup svih tih brojeva nije prebrojiv, t. j. ne može se 
napisati u obliku običnoga niza; on je dakle neprebrojiv, a po- — Sa 
tencija mu se, po Cantoru, označuje s , oe jedan), tee 
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(5) OO O e Ena nie, Fan Chg 


Borelovih skupova: 


Kao što rekosmo, početna klasa C, je sastavljena od svih zatvo- 
renih: skupova; neka je sada a ma koji takav Cantorov broj, 
“da je za svaki rang f< a definirana klasa Cg; razred C, defi- 
nirat ćemo kao skup svih produkata odnosno suma nizova sku- 


-pova izvađenih iz klasa ranga < « već prema tome, da li je pro--| 


matrani Cantorov broj a paran ili neparan, 


Kad su tako definirani svi razredi (5), familija Borelovih 
E a Dova jest ona, koja obuhvaća sve skupove iz svih klasa (5) 
i nijednog drugog skupa. 


6. Problem kontinuuma. 


Ukratko, No je neizmjernost skupa racionalnih ili prirod- 


nih. brojeva; sad imamo još jednu neizmjernost; N,, al od prije 


nam šije poznata i neizmjernošt ge kontinuuma. <a 


Jj 


No Je najmanji kardinalni neizmjerni broj aX. je baš onaj 
e o okoji je neposredno viši. Pitanje šta je s go jest t. zv. problem 


> kontinuuma: Cantor je mislio*), da je N,==2%" tako dakle da u 
linearnom kontinuumu osim brojeva No, Ny ne bi. bilo ni 
__ kovog drugog oe bo eae pee GE: a: 


a. Ro fedoni sien je 1935. obavio jednu 1 
1 suprotnosti s Cantorovom, a 


th pm lt a a la a ša oč 
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7. Jedan rastvor kontinuuma. 


Kao primjer tih razmatranja o (2 i &, uzmimo Lebes- 
X gue-ov rastvor kontinuuma na 8, dijelova"). ee 
: Mekiejer (i) ate si. Dao £ ... skup svih racio- 0 FE 


3 2 ny Te 
nalnih brojeva napisan kao jedan niz, tako da je 


a * 
usnom n==n 

s Promatramo koji god realni broj + u dualnom sistemu 

E no Xn đ ary Koo 
=(7) Sa x eS = sa ——; tujexa=Dili 1, ali je 

; n=1 2 k=1 2% 

F beskonačno mnogo puta xn == 0: x’ je najveći cio broj 4 x. 

ž Promatrajmo niz indeksa n, < n, < n,¢ ..... i pripadni niz | 
(8) ; Ani Ang Ang) +: > 


racionalnih brojeva iz (6). : ES e 
_ Ako je taj skup racionalnih brojeva dobro uređen i ranga a, 


onda ćemo, po definiciji, realni broj x staviti u aes a ako « on ae 
nije dobro uređen, stavit ćemo broj xu E,. < 


er 


Tako su definirani skupovi Boor Beir 0 bs Bei ee 7 
svaki beskonačni eo Se: 
Jasno je, E svaka Pe x pripada jednom jedinom E 


=: = Pa 
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Banach- -Sierpinskoga rastvor kontinuuma na ¢ dijelova poten- 
cije kontinuuma, od kojih svaki prelazi u sama sebe pri sva-. 
koj mogućoj translaciji brojnog pravca u sama sebe, ne obzi- | k 
rući se na dijelove tih skupova potencije Kee 


8. Baire-ove funkeije. 


Glasovita je klasifikacija t. zv. Baire-ovih funkcija: ne- 
Pepsi prekidne funkcije čine klasu 0; Limesi nizova funkcija klase 0 
oo čine klasu 1; tako na pr. funkcija f (x) =0za 0/4 x < 1if(1) =1 
= >) (spada u klasu 1, jer je f (x) = “lim x". 


a Se. pent no 
Peels Uopće za kojigod rang a pripadna klasa je sastavljena od 

= funkcija koje su limesi funkcija iz klasa nižih rangova. Po- 
mata Dirichletova funkcija y(x)=0 ili 1, već prema tome, da li 
je x iracionalan ili racionalan broj nije klase 1, t. j. nije limes | 
“niza neprekidnih funkcija, ali je klase 2, dakle limes niza funk- 
Cija koje su limesi neprekinutih funkcija, i zbilja je 


x(x) = lim lim (cos m ! = x)?8 
m-»c0 no 


Ernie je na primjer pokazao, da stavljajući za eet iracionalni 
= broj (verižni ili neprekidni razlomak) + ii 

u A a BAS: rs =< : 
ža iz intervala (0, 1), ix)= =1, ako an > 00. a 0 za ostale x, funk 
kh cija f (x) je. klase 3) dakle oblika 


= lim lim lim fan p (Xx), gdje su fing, (&) | neprekidne fankoije, 
ne .n m 


# “Gdica, Keldych je dala, analogno, “aritmetički primj rt 
nkeije klase 4 stavljajući f(x) =1 ako među a, ima nji 
različitih koji se neizmjerno mnogo puta ponavljuju 
se stavlja f(x)=0. Sličnih mu Mego primjera 

5, 6 do danas nema. Kit 
lože se , pokazati. da za svaki rang a ša Olas ai 
KOJ je nisu RadleZarid.) M: nižim. s. sama; nal 
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Početni razred ili klasa 0 sastavljena je od skupa I iracio- 
nalnih brojeva i Borelovih skupova. Klasa 1 je sastavljena od 
neprekidnih transformata skupova klase 0; to su kao što smo 
vidjeli Suslinovi skupovi ili skupovi A, a sada vidimo, da im 
možemo dati i ime PB, označujući s B Borelove skupove, a sa 
P operaciju neprekidnog transformiranja. 

Klasa 2 je sastavljena od skupova CA. (komplementi sku- 
pova A) 

Klasa 3 je sastavljena od skupova PCA. 

Klasa 4 od CPCA ; slično se definira i klasa n za svaki pri- 


rodni broj n. 


Struktura tih skupova slabo je poznata. 

Čovjek bi mogao misliti, da smo gornjim skupovima, koji 
Se zovu projektivni skupovi, iserpli sve moguće linearne sku- 
pove, a međutim daleko od toga, jer svih projektivnih skupova 
ima tek onoliko, koliko i najjednostavnijih linearnih skupova 
uopće, naime onih koji imadu samo po jednu jedinu tačku, 
takvih skupova-tačaka ima c dok, naprotiv, svih linearnih 
skupova ima 2¢ što je veće od c. : 


Hn” 


10 Parcijalno uredeni skupovi, 


Vidjeli smo kako se može napisati u blika običnog niza 1 


skup, koji j je svuda gust, tako smo na pr. skup racionalnih prota 
jeva bili’ napisali kao niz (6). Jasno je, da je time prvobitni na KK. 


a edaj brojeva porušen, ali ne posve, jer u (6) ima ipak sluča- _ 


kjeva, da je INI ujedno k < kb. Drugim riječima gornji niz 


brojeva (6) nije posve uređen, ali ; je ipak parcijalno ureden, pa 
možemo reći, da smo parcijalnim ru’enjem prvobitnog pore-. 
aja u ae racionalnih | bedava, foes do imi : 


Br 
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x 
mnogo članova naime onaj član r, S najmanjim indeksom k w_ 
nizu (6) za koje je r, < tT,» N < k, a dolaze i svi racionalni bro- 
jevi intervala (r,, nd: Tako to ide redom: treći razred R,E 
je sastavljen a8 prvih elemenata skupa E— (RE + R,B); 1 
a definiramo li R, E kao skup prvih elemenata skupa | 
==: (Rg E+RE+...+R,_1E) za svaki prirodni broj n, raz- 
aaa ćemo skup dni brojeva u niz razreda. RE, 
URA... RE,..- Pri tom svaki rac. broj ima u slijedećim 
ZEA ee mnogo onakovih brojeva, koji dolaze | 
iza njega. Naprotiv, svaki rac. broj ima u svakom nižem raz- | 
redu bar jednoga prethodnika, ali može ih imati i više, no 
ipak konačno mnogo, — u najpovoljnijem slučaju brojeve 
Ty Ty, T9::9) Tn—, ako je dani element baš = Tn. 1 


a 11. Skup 5 i skup o 


Malo prije smo promatrali skup dobro uređenih skupova. 
es X racionalnih brojeva; također taj skup kao cjelinu možemo par- 
< eijalno urediti po propisu da dobro uređeni skup A dolazi is 
Podna pred dobro uređenog skupa B, ako je A jedan početni komad 
aes skupa B; inače, ako niti A ne dolazi ispred B niti B ispred A, 

“e a k tome skupovi A i B nisu jednaki, reći ćemo, da su skupo 
A i B neusporedljivi; tako na pr. skup (8, 5, 7, 9) leži ispred 
skupa (3, 5, 7, 9, 11), dok skupovi (3, 5, 7) i 2, 50 “nist. uspo- i 
+ redljivi. Kod razvrstavanja toga skupa — nazovimo ga > — 
X. jimamo razrede B,ž, Riž, 4, R5). za svaki.a< QO. < 5 
: Tako je na pr. R,» sastavljen od skupova (a) po -jednog 
racionalnog broja a; R, ž je sastavljen od parova (a, < ans 
x RA: je sastavljen od rastućih nizova racionalnih brojeva i i t 
Inače. u ovom slučaju elementi, koji dolaze ispred nekog éle 


(ap Ay Ay oy Ags +s) skupa X jesu (ag), (a, a4), (do Ar, 22) 
Bai pee ay +++ 2 hee 3 čine dakle dobro uređen a 


o iz bane definicije članova ate: >>) ae 1 : 
ae iređene alnih bro 
ža NE čuja 
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‘da je o ukupnost svih dobro uređenih s desna ogradenih sku- 
~pova racionalnih brojeva parcijalno uređenih na gornji način. 
U tom skupu možemo definirati realnu funkciju f (x) stav- 
-ljajući za dobro uređeni skup x da je f(x) = gornja ograda 
. brojeva iz kojih je sastavljen skup x, ta-je funkcija uzlazna: — 
mi(x) 2 f(x’) za x < x’, pri čemu je f(x) = f(x’) samo onda, ako 

dobro uređeni skup x’, osim skupa x sadrži još i broj f(x). Pre- 
ma tome, relacija x < x’ < x” za ma koja tri elementa x, x’, x” 
iz o povlači f(x) < f(x”); specijalno, realna funkcija f(x) je 
_ striktno uzlazna u skupu ~ R41 6, (zx Q). 


Vrlo bi interesantno bilo vidjeti, da li u o postoji kakova 
striktno uzlazna funkcija s racionalnim vrijednostima. 

i Svaki od razreda Rao ije prebrojiv ako je n < o, dok je na- 
protiv svaki od razreda R, o za o & aK potencije kontinu- 
ši uma. Mada je dakle svaki član skupa o ranga prebrojiva, ipak — 
je njihov totalitet — skup s — ranga Q dakle ranga neprebro- 
. jivog. de 


. 
as 
<= 


> Dobro razvrstani No o ima istu potenciju ~ — naime po- 
1 tenciju kontinuuma — kao i jedan njegov dio (recimo R,, 5). 
koji je sastavljen od sve samih međusobno neusporedljivih ‘ele a 
menata. Re in s Pela ss 


_ Nastaje Zaoa ag li se iz o može izvući jedan skup E. 


z ranga Ai i to tako, da svaki razred skupa E bude: a) konačan, 
) prebrojiv. Slučaj a) nije moću) ali je Mk da j je 
Šlačaj b) moguć. | a eae 


E 
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Može se pokazati, da postoji i jedan takav Aronszajnov 
skup s i u njemu realna rastuća jednoznačna funkcija { (zm 


eit ane 


kojoj je i inversna funkcija jednoznačna, tako da možemo | 
zamisliti, da taj skup s nastaje parcijalnim rušenjem poredaja 


u linearnom skupu f(s). 

Može se i ovo pokazati: svaki neprebrojivi linearni skup 
sadrži jedan dio u kojem se parcijalnim rušenjem poredaja 
može doći do Aronszajnova skupa.) | 


12. Suslinov problem. 


Cantor je već u prvim počecima teorije uređenih sku- | 


pova dokazao, da je najbitnije svojstvo matematičkog kontinu- 
uma to, što on sadrži prebrojiv skup (recimo skup racionalnih 
brojeva), koji je svuda gust; pomoću brojeva toga skupa može 
"ge svaki realni broj proizvoljno precizno aproksimirati. Uje- 


dno je Cantor dokazao da je svaka familija intervala, koji 2 po. 


2 nemaju zajedničkih tačaka, najviše prebrojiva. Suslin je 
postavio obrnuto pitanje: ako je uređeni neprekidni skup ta- 
kav, da mu je svaka familija intervala bez zajedničkih tačaka 


najviše prebrojiva, da li je taj uređeni skup sličan običnom | 


matematičkom kontinuumu ili nije?!) Može se pokazati ovo: 


da uredeni neprekidni skup sa Suslinovim svojstvom bude sli- 
čan običnom linearnom kontinuumu, treba a 4 dosta je, da. 


svaki Aronszajnov skup sadrži neprebrojiv dio neusporedljivih 
taéaka.16) : 


No još se nije uspjelo dokazati, da svaki Aronszajnov skup 


sadrži neprebrojiv dio neusporedljivih tačaka, ma da je to po- 
kazano za čitave kategorije Aronszajnovih skupova.) Tako na: 
Dr. Svaki Aronszajnov skup u kojem: postoji realna uzlazna. 
ee funkeija obuhvaća ' neprebrojiv dio neusporedljivih eleme-. 
ae E m Specijalno, ens familija sastavljena od nebrebrsn a 


Aa Tap loc. cit, a) D 158. 
oh Loe. cit *) a 106 sett b), p. 124 i ieaansi pasus) i p. 182 PB 

) G. Kurepa, Transformations monotones des ensembles. partie é 
oe ordonnés, C. r., Paris, 205, 1937, Pe 3033—3035. a ; 
okt vo as: K ar6epa Uber asin: Eigenschaft Aaa odhtazoh Ine 
ngen, Math. Annalen, 118, 1942, 578587, naročito p. 580, teor: 1. 


ene Berra Am dena ue  Aronszajnovih skupova. za 
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mnogo dobro uređenih linearnih skupova obuhvaća neprebrojiv 
dio F kod kojeg nijedan element nije početni dio kojeg dru- 
goga elementa iz F. Dokaz toga svojstva linearnih skupova 
čini prvi korak u rješavanju Suslinova problema. Opći je slu- 
očaj skopčan s raznim poteškoćama 0 porastu. 


ja 


RESUME 


Sur le continu mathématique* 


On fait un court exposé de quelques problemes concernant 
le continu linéaire ou continu mathématique (1 ensemble des | 
: nombres réels) en commencant par |’ invention grecque des 
 quantitćs ineommensurables et en terminant par des questi- dude 
ons de croissance lićes avec le probleme de Souslin et les ta- a 
 bleaux ramifićs. On note deux acpeets de I infini — |P infini > 
 potentiel et  infini actuel. Parmi des applications de celui-ci 
q on cite la thćorie des ensembes boréliens (n° 4)9,-deg ensembles 
analytiques de Souslin, des ensembles projectifs de Lusin 


(n° 9)%, la classification des fonctions de Baire (n° 8)9, le pro- 


. léme du continu? — T hypothése de Cantor N,= PRI 
“(n° 6)“, la décomposition bien connue de Lebesgue du continu | 
éaire = une suite Ge type QO a H etc. Enfin, € en compe. 
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O POJAVIMA OGIBA KOD SJENA U SVJET. 
LOSTI PARCIJALNO POMRČALOG SUNCA*) 


di 


» 

Pojedinosti oko sjena i u sjenama predmeta obasjanih | 
Suncem dosta su kasno privukle pažnju fizičara. Prva su opa- | 
žanja zabilježili nestručnjaci početkom prošlog vijeka,!) a 
odnosila su se na svijetli obrub oko polusjene (»Heiligenschein«), 
koji ćemo mi zvati glorijom. | Mnogo kasnije je Obermayer) 
našao tamni obrub između sjene i polusjene. Glorijom su se 
većinom bavili meteorolozi. Ona je dugo bila dovođena u vezu 

s posebnim uvjetima, uz koje bi navodno imala biti vidljiva 
(sjena na rosnoj travi ili na hrapavoj površini, malena visina 
Sunca), pa su u vezi s tim davana za nju različita tumačenja, 
koja se većinom oslanjaju na geometrijsku optiku. O be r- 
mayer) je i gloriju i tamni obrub držao subjektivnim poje 
vima. Samo je Gilbert u napomeni uz navedenu najstariju 
publikaciju o gloriji, Winterfeldovu,) izrazio mišljenje, da 
bi. ona mogla odgovarati ogibu svjetlosti. Ali ta je Gil 
bertova misao ostala neprimjećena. A 3 
U nizu pokusa, koje smo izveli u zimi i u jeseni 1948., mi 
smo istražili pojave oko sjena i u sjenama 1 u izravnoj sunčanoj 
svjetlosti fotografskim putem, djelomično iu različitim spek 
tralnim podruéjima. Dobar dio snimaka istražili smo mikro 
> fotometrički, Našli smo niz novih pojedinosti. Napose sme 
K ustanovili, da se ti pojavi opažaju pri ma kojoj visini Sunea 
ane bile as površini, hrapavoj ili glatkoj. Jedini uslov, a ; 


is aduana ibi. jer je se siete’ kad Sunee sija. kroz tonal 
Se a E pokusima. o Gbe pomoću to 
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9. VII. 1945., koja se vidjela i u našim krajevima, dala nam je 
prilike da te rezultate usporedimo s pojavima u sjenama kod 
djelomično pomrčalog Sunca kao deformiranog prostranog 
izvora svjetlosti. Prilike za opažanje bile su u Zagrebu izvrsne, 
jer je kroz cijelo vrijeme pomrčine (početak u 14h 19m, maksi- 
mum u 15:28, svršetak u 162 32m) bilo lijepo vedro vrijeme. 
U početku pomrčine bilo je mjestimice na povećim “daljinama 
od Sunca nešto oblačaka, koji su do maksimuma pomrčine 
nestali. Samo oko zapadnog ruba horizonta bilo je kumulusa, 
okoji su ostali do kraja pomrčine. Zrak je bio posve bistar, tako ~ 
da su se sa terase Fizikalnog zavoda dobro vidjele poni 
ona Sljemenu. 
1. Naša spomenuta istraživanja iz 1948. nijesu do sada pu- 
blicirana; samo je drugi od nas prikazao jedan dio rezultata 
ona 15. kolokviju Matematičko- fizikalne sekcije Hrvatskog pri- 
-rodoslovnog društva (27. II. 1946.) 
= Ukratko ćemo prikazati spomenute pojedinosti kod sjena 
u svjetlosti nepomrčalog Sunea. Tehnika prvog dijela naših 
a trazivanja sastojala se u ovome. Sjena predmeta bačena Jes 
ona zastor od finog papira za crtanje*), koji je pomoću ogledala: 
namješten okomito na sunčane zrake, pa je ta sjena snimljena. i 
fotografskim aparatom iz pravca nagnutog za 10% do 15° prema 2 < s 
sunčanim zrakama. Ekspozicije uz jako zastrt objektiv trajale | 
su u bijeloj svjetlosti 1/200 sec; kod snimaka u filtriranoj svjet- | 
losti trajale su znatno više, već prema gustoći filtra. Ista | je- 5 
A ihnika zadržana i kod snimaka sjena za pomrčine Sunca; a 
jedino je oko maksimuma pomrčine, kad je bilo zastrto 1,18 | 
lumjera : sunčeve ploče, ekspozicija bila povećana na 1/50 | See. 

> SU snimke. kod pomrčine izvedene u bijeloj svjetlosti, 
: > Pojedinosti na sjenama i oko sjena u. svjetlosti 1 nepomrča 
prikazane su u slikama 1 i 24). SL 1 sastoji od je ne 
i jedne jače -eksponirane kopije iste snimke sjene ray 
g 62,8 mm, na nje eštenog okomito na suné ne zra 
190 em od Snimljena je u I 
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poe pg geometrijska sjena; tamnost u njoj opada prema sre- 
dini; M = tamniji obrub između sjene i polusjene; O = uski 
svijetli potez između S i M; H = polusjena; G = glorija; P = 
nešto tamniji obrub između glorije i predjela slobodne rasv Jeu 
M je Obermayerov tamni obrub. Pruge smo 0 i P 
mi prvi ustanovili vizuelnim opažanjima na fotografskim 
snimkama, a potvrdile su ih mikrofotometričke registracije. 
Snimke pokazuju, da tamni obrub M leži izvan područja geo-i 
metrijske sjene. A 
U sl 2 prikazane su jedna dulje i jedna kraće eksponirana. 
kopija iste snimke jedne velike čelične kugle (2r = 59,8 mm) 
: za kuglične ležajeve. Kugla ima sjajnu površinu. I ova je 
snimka učinjena u zelenoj svjetlosti oko 4 540 my (t = 0,2. see), 
Daljina, kugle od zastora iznosila je 210 cm. Crni potez preko 
drška kugle prikazuje geometrijsku sjenu kugle za tu daljinu. 
Visina je Sunca 43°. I na ovoj se snimci opažaju iste pojeđi- 
nosti kao na sl. 1. 
Našu slutnju, da se tu radi o  pojavima ogiba, potvrdila 
su laboratorijska istraživanja o ogibu svjetlosti iz prostranog 
izvora svjetlosti na velikim daljinama od izvora, u poredbi s 
ogibom svjetlosti iz točkastog izvora. Ti su pokusi izvođeni noć 
u dugačkom hodniku Fizikalnog zavoda. Udaljenost od izvora 
svjetlosti do fotografske ploče (a + b) iznosila je 40,4 m, a uda 
ljenost od izvora svjetlosti do ogibnog predmeta (a) varirali 
KE. je između 28,8 m i 31,4 m. Promjer prostranog okruglog izvor: | 
Sje svjetlosti iznosio je 22 mm, a promjer točkastog izvora 0,5 mn 
: Pojavi u sjenama u svjetlosti Sunca i oko njih pripa 
: daju dvijema skupinama ogibnih pojava. Sjena, polusjena, gle 
rija Gi tamniji obrub P pripadaju redovitom Fresnelovu ogibu 
MBR napose G je prvi ogibni maksimum, a P-je prvi ogibni mini 
aa. LIM: Prema našim mjerenjima glorija G je ahromatična. Ogib | 
izvodi svjetlost iz tankog nezastrtog ruba sunčane ploče. Uz posve | 
' osobite eksperimentalne prilike 1 mi smo čak mogli da vizueln 
opažamo u nezamračenoj sobi drugi ogibni maksimum i i drug 
minimum, a djelomice i treći maksimum. S druge strane, 
Be su LEE ne Ra da. su dean s 
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nuti su dosta brzim promjenama, koje se dadu opažati i vi- 
zuelno. Napose su te promjene potvrđene mikrofotometričkim 
registracijama. Odatle smo zaključili, da u ovom ogibu sudje- 
luje u znatnoj mjeri i jaka atmosferska iradijacija, koja odgo- 
vara atmosterskom Mieovu efektu. Prema mjerenjima Po- 
krovskoga5) intenzitet atmosferske iradijacije raste otpri- 
like hiperbolički, ako se u području malenih otklona od pravea 
sunčanih zraka primičemo izvana rubu sunca. U skladu s ovom 
pretpostavkom o sudjelovanju atmosferske iradijacije stoji po- 
jačana glorija uz rub okruglog otvora kvadratne ploče, koja je 
upotrebljena i kod pomrčalog Sunca (v. sl. 5). 

Glorija i tamniji obrub P odgovaraju kvalitativno W ol f- 
fersovoj teoriji Fresnelova ogiba u svjetlosti iz prostranog 
izvora.“) Razlike prema teoriji jesu kvantitativne, u pogledu ras- 
podjele intenziteta. To u prvom redu važi za gloriju, jer ova uvi- 
jek pokazuje maksimum intenziteta na svom vanijskom rubu, dok 
Wolfersovi diagrami daju maksimum u sredini. Glorija di- 
jeli u tome svojstvo prvog ogibnog maksimuma na rubu ravne 
zapreke kod Fresnelova ogiba svjetlosti iz točkastog izvora. 

Svijetli potez O i susjedni tamni obrub M nemaju analogona 
uFresnelovu ogibu svjetlosti iz točkastog izvora. Ustanovili 
smo, da oni odgovaraju maksimumu i minimumu ispred prvog 
‘maksimuma u sustavu tzv. suplementarnih ogibnih pruga, koje 
je otkrio Wolfers.") Sam Wolfers je u prikazivanju mak- 
simuma O dosta nejasan, dok je M točnije prikazao; ali ih- 
oboje donosi u ertnjama u dvjema shematskim slikama.) Vi- 
-zuelnim opažanjem nijesmo našli drugih maksimuma i mini- 
muma suplementarnih pruga. Samo smo u nekim mikrofoto- 
metričkim registracijama pozitiva i negativa našli u polusje- 
nama jedva zamjetljive pojedinosti, koje bi se položajem mogle 
pripisati prvom Wolfersovu maksimumu.) s 

2. Objekti, kojima smo promatrali sjene kod pomrčine | 
> Sunca, bile su jedna veća i jedna manja kugla za kuglične ge- ee 

*) G. 7 Pokrowski, ZS. £. Phys. 34, 49, 1925; 60, 850, 1980. ko 

FW olfers, pene oe Hrane (6) 6, 305, 1925; (7) 5, 585, 1984; ae 
(7) 8, 185, 1987. : 

J) Wolfers, 6. (9 6, 304, 1925. — = Vad. takoder oro i te 
radnju iz prethodne. napomene, 

Ć *) Wolfers, 1. ec. 7), Bt =) (str. 356) i sl. 8 (str. 364). 
9) Pod tim mislimo Wolfersov maksimum s. oznakom Su, koji je 
Bod njega najjače istaknut, papa kose ee ie as 


es 


oblik sjene opisivali kao oblik kapi, koja se uprav otkida iz. 


' kakvom tangencijalnom produženju, a radijalnom skraćivanju« 
N 
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žajeve te spomenuta kvadratna ploča s otupijenim uglovima, 
koja ima stranicu 12,1 cm, a u sredini joj je okrugao otvor 
s promjerom 5,1 em. Veća kugla bila je ista kugla iz sl.-2; čak 
joj je i daljina od zastora bila jednaka kao u sl. 2, pa se sl. 3, 
koja prikazuje sjenu te kugle za vrijeme pomrčine, ima izravno 
usporediti sa sl. 2.1) Manja kugla za kuglične ležajeve imala 
je promjer 22,6 mm, a daljina od zastora iznosila joj je 150 em. 
Da bi se bolje istaknule i pojedinosti u sjeni i one oko nje, sve 
snimke dajemo u po jednoj jače i jednoj slabije eksponiranoj 
kopiji. Sheme sa strane prikazuju, koliko je sunca bilo zastrto 
u času snimke, i položaj zastrtog dijela. Snimke su učinjene 


na ortohromatskim pločama bez filtra.'!) 

Sl. 3 je sjena spomenute veće kugle u 15! 28™, t. j. u času 
maksimuma pomrčine, kad je bilo zastrto 1,18 polumjera Sunea. 
Karakteristike, koje upadaju u oči, jesu: gljivoliki oblik cijele 
slike, raširena polusjena i oduljena -sjena. Sjena samo sliči 
elipsi, kojoj je glavna os u spojnici projekcija središta Sunca i 
Mjeseca. Zapravo ona više sliči jajetu, kojemu je zatubasti kraj | 
okrenut prema nezastrtom kraju sunca. Taj je osebujni oblik | 
sjene s polusjenom jače istaknut u sl. 4, koja prikazuje snimku ~ 
sjene manje kugle. Prava sjena ima ovdje nekako kruškolik | 
oblik; kod vizuelnog opažanja za vrijeme pomrčine mi smo taj | 


polusjene. Ova je snimka učinjena u 15! 42m, kad je bilo zastrto 
0,98 polumjera sunca. 

Ipak je osebujni oblik polusjene glavna karakteristika po- 
java. Naša prva bilješka u zapisniku opažanja glasi ovako: 
»malo iza početka pomrčine opaža se na strani sjene kugle isto- 
imenoj s usjekom na suncu nepravilnost, koja sastoji u ne- 


Misli se na polusjenu, jer se najprije opažaju ove promjene na 
njoj. Tada je moglo biti zastrto 1/8 do 1/10 polumjera Sunčeve 
ploče. Promatrali smo sjenu veće kugle. Ovakvo izobličavanje 
naročito je oštro izraženo u sl. 5, koja prikazuje sjenu spome- 
nute kvadratne ploče. Snimka je učinjena u 15h 18m, kad je 
bilo zastrto 1,08 polumjera Sunčeve ploče. Radijalno skraéi- 
Ni *) Daljine fotografskog aparata od zastora “nijesu bile jednake kod 
obiju snimaka. fou oe : E; 
i ") Agfa, Mikro-Platte. Dosta su sitnozrnate i dobro su mantion 

protiv stvaranja haloa. Ra. 
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vanje, kako smo ga gore nazvali za kuglu, označit ćemo opće- 

o nitije, ako ga definiramo smjerom spojnice projekcija središta 
Mjeseca i Sunea. Tom je skraćivanju u ovoj slici izvrgnut li- 
jevi gornji pravi kut kvadrata, pa je taj kut skraćivanjem 
pretvoren u tup kut, dok su oba susjedna prava kuta pretvo- 
rena tangencijalnim produživanjem u oštre kutove. Toj se ten- 
denciji skraćivanja u pravcu spojnice projekcija središta Sunca 

i Mjeseca, a produženju u okomitom praveu, ima zahvaliti i za- 
krivljenost sjena držaka u sl. 3 i 5 tamo, gdje ona zalazi u po- 
lusjenu kugle, odnosne ploče. : 

Mnoge od ovih pojedinosti jasne su, kad se uzme u obzir 
geometrijsko tumačenje o postanku polusjene. Polusjena oko et 
spojnice projekcija središta sunčeve i mjesečeve ploče nastala e 
je parcijalnom rasvjetom iz slobodnog srpa sunčeve ploče, koja 

 završuje lukom, kojemu zakrivljenost ima smjer suprotan za- | 
_ krivljenosti ruba kugle. Naprotiv, uz suprotni rub kugline sjene 
3 > polusjena je jedva zamjetljiva; ovdje se slaba glorija gotovo 
bez prelaza nastavlja na oštri tamni obrub M. Polusjenu ovdje 
d stvara parcijalna rasvjeta iz sunčeve ploče, koja zbog pomrčine 
 završuje srpom istog smjera zakrivljenosti kao rub kugle. a | 
Eliptički oblik sjene lako je protumačiti, kad pomrčalo < 
a Sunce uzmemo izvorom svjetlosti, koji je raširen u jednom, ma “3 
stisnut. u okomitom praveu; onda je sjena skraćena u pravcu ai 
najvece rasprostranjenosti izvora. Teža je stvar sa | glorijom. : 
S Ona oko sjene kugle u svjetlosti parcijalno pomréalog Sunca | 
> ima približno eliptički oblik; kraća os elipse leži u spojnici , 
gee OE sunčeve i me mo ae senate 
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i tamnog obruba M polusjenastim područjem, koje ima neku 
okrugljastu strukturu, pa na prvi pogled još većma oduljuje 
sjenu. Slične pojedinosti u pogledu glorije možemo pratiti i uz 
vanjski rub sjene kvadratne ploče u sl. 5: ona je ovdje najjača 
uz krakove deformacijom otupljenog pravog kuta, gdje je po- 
lusjena najšira; gotovo je nema uz krakove nedeformiranog na- 
suprotnog pravog kuta, a uz otupljeni vršak tog kuta opet po- 
kazuje uzak maksimum. 
Zanimljive pojedinosti daje uspor eđivanje sjene veće kugle 
s pojavima u okruglom otvoru kvadratne ploče u sl. 5, U svjet- | 
losti nepomrčalog Sunca sjena ruba ovog okruglog otvora po- 
praćena je koncentričnim krugom vrlo jake glorije, koja svag- 
dje ima jednak intenzitet. To smo pojačanje protumačili ma- 
njom smetnjom od strane spomenute atmosferske iradijacije. U 
ZA svjetlosti pomrčalog Sunca ova je glorija oko otvora izgubila 
| svoju jednolikost, pa je najjača i najoštrija uz luk, koji odgo- 
vara nezastrtom dijelu Sunca, t. j. koji leži oko produženja. 
. spojnice središta Sunca i Mjeseca, dok je uz luk bliži zastrtom 
<a dijela Sunca difuzna i raširena. Izuzevši spomenuti pojas, gdje 
je luk glorije najjači, širi se između glorije i sjene, koja pri- 
pada zaokruženom rubu ploče, jedan difuzan eliptički pojas po- 
das Kai: lusvjetlosti, a na strani okrenutoj prema Mjesecu izrasao je iz 
: a ove difuzne polusvjetlosti luk sekundarne glorije, koji opažamo 
| iu svjetlijem pozitivu slike 5. Posve slično vladanje pokazuju 
> žŽamni obrub M i polusjena kod sjene kugle u sl. 3; sličnost je 
x tae pee da se tamni Sidon usl3i Svijetli sae u otvoru 


ae are e a 


pe rampe, 


i 


i os Palen dian gis ogibnih pruga ustanovili smo ovo. P i 
en P Fre bs nelova gee opaža, se jasno uz mire: rub 
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. 3. Pokušali smo oponašati ove pojave laboratorijskim pu- 
= tem. Umjetni prostrani izvor svjetlosti dobili smo tako, da smo * 

krater električkog luka projicirali lećom na daljinu 44 m. Mlaz 

svjetlosti bio je najprije omeđen u dva stepena na promjer 

345 mm, pa konačnim zaslonom na 30 mm. U daljini 25 em od 

ovog konačnog zaslona dolazio je »mjesec« od crnog kartona, - 

koji je zastirao mlaz svjetlosti do znatno iznad njegova polu- 

mjera. Na daljini a = 30 m dolazio je predmet, koji je bacao 

sjenu, a fotografska ploča bila je na daljini a + b = 42,80 m. 
iz Ovakav umjetno rasprostranjeni izvor svjetlosti daleko je 
od idealnosti, jer ovu ponajprije remeti sferna aberacija leće. 
= S druge strane smeta divergencija mlaza. Ona je na diame- $ 

tralnim točkama kugle promjera 19 mm na navedenoj daljini : 
4 iznosila oko 15’; to je njezin prosječni iznos, jer se ona mi- ker 
H jenja s izgaranjem ugljena. Međutim se pokazalo, da je izgled = 
H egibne slike jako zavisan o iznosu divergencije, pa se u sjeni > 
kugle dobivala slika približno slična onoj kod pomrčine samo 
u jednom vrlo ograničenom području divergencije mlaza. Jedna 
= snimka pojava u sjeni spomenute kugle s promjerom 19 mm 
: MEprikazana je u sl. 6. Posljedica znatne divergencije očituje se. 
u jako raširenoj gloriji. Tu se dobro vide jajoliki oblik sjene 
a0 i sekundarna glorija uz zatubastiji vrh sjene. Samo ova 
sekundarna glorija ovdje više nema oštrog maksimuma inten- Z 
ziteta, a osim toga je taj njezin plosnati maksimum više po- | 4 
maknut k vanjskom kraju. Tamni obrub M je i na jako ekspo- 
ranim negativima slabije izražen, jer je ponešto difuzan; ali 
a jasno zapažamo i u pozitivu u sl. 6. - a3 E > 


Bad oš bolje se pila slici kod pomrčine me kvadratn 
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_ trical shadow. Likewise in Fig. 2 the black strip on the holder marks the: 
_ geometrical shadow of the ball. 
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ON THE DIFFFRACTION PHENOMENA IN AND AROUND 
THE SHADOWS CAST DURING PARTIAL SOLAR 
ECLIPSES. 


(Summary) 


The authors give in the first part of the paper an abstract 
of their previous investigations concerning the particulars ex- 
hibited by the shadows cast by objeets in the direct light of 
non-eclipsed sun and explain them as diffraction phenomena 
due to the sun disk as a broad light souree. These particulars 
are marked in Fig. 1 representing a weakly and a strongly ex- 
posed“ positive picture of one and the same photograph of the 
shadow cast by a wooden ruler, 62,8 mm. wide, set up at right 
angles to the sun’s rays. The shadow was cast upon a screen 
of special smooth drawing-paper distant 190 em. from the ru- 
ler,'*) and the photograph was made in green light about 2 546 
mu. The particulars exhibited are as follows: 


S = the geometrical shadow; O = a weak light fringe bor- 
dering S; M = the dark border of Obermayer; H = the pen- | 
umbra; G = the glory; P =a slightly darker border following ~ 
immediately beyond the glory. O ond P are clearly enough ex- | 
hibited by the mierophotometrie records; by these is also ex- | 
hibited a steady diminishing of the darkness towards the middle — 
of the geometric shadow. The glory is achromatic. Laboratory | 
experiments furnished evidence that these particulars are dif- | 


fraction phenomena pertaining to two different classes, I..e.: 


G and P are the regular first diffraction maximum and first 


< diffraction minimum of the Fresnel elass of diffraction phe- 


nomena; O and M are a maximum and a minimum preceding 
the supplementary diffraction fringes of Wolfers. The sharp- 
ness of these particulars is troubled by the atmospheric Mieq 
effect; the condition for observing them is a perfectly clear sky. 


The authors studied the alterations presented by th shad 
dows during the solar eclipse of July 9th, 1945 ana of 


8) The black strip in the shadow marks the width of the geome: 
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eclipse in Zagreb at 15h 28m; eclipsed p = 1,18 solar radius AR). 
Fig. 3 represents the particulars exhibited at the time of eclipse 
maximum by the shadow of the same ball of ball-bearings 
(2r = 59,8 mm.) as that in Fig. 2, for the same distance b = 210 
em. from the sereen, the latter figure being the shadow of this 
ball in normal sunlight. Fig. 4 is the shadow of another ball 
of ball-bearings (2r = 22,6 mm., b = 180 em., p = 0,98 pisem 
Fig. 5 is exhibited the shadow of a square metal plate having 
in its middle a cireular aperture’) (g = 1,08 R). The lateral 
drawings represent the position and the amount of the eclipsed 
part of the sun disk at the instants as the photographs were 
made. 


The principal feature of both ball shadows is the form of 
the penumbra and the oval form of the umbra. The glory is 
also approximately elliptical, but it vanishes near the ends of _ 
both elliptical wings of the penumbra and reappears with in- 
versed position of its maximum intensity, close to the sharp 
are of the dark border M, diametrally opposite to the moon 
disk. By the same tendency of shortening the penumbra in the 
direetion of the straight line which connects the projections of 
the centres of the sun disk and of the moon disk, and of its 
lengthening at right angles to that line, the deformations of 
three of the right angles of the square plate in Fig. 5 are_ 
caused. The phenomena exhibited’ by the circular aperture cor- 
respond approximately to a negative picture of those exhibited — 
— by the ball shadow in Fig. 3. The fringes M and O are well 
‘defined and are distinctly visible wherever the penumbra is 
short; thereby also a.pertaining of M and O to the same class 
of diffraction phenomena is indicated. — By Fig. 6 and 7 sha- : 
- dows cast in laboratory experiments by a ball and by a square ¥ 
plate with circular aperture in a slightly diverging light beam 
E rhieh emerged from an optically broadened and partially ec- | 
lipsed circular light source are exhibited. The distance from ee: 
be light source to the object was 30 m., that from the object 
o the photographie plate 128 m | Se 


_') A side of the square was 12,1 em., the pne o the aperture 
a 5,1 em. ge corners were cut obtuse. ~~ 
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UGAO ZA SVAKOGA 


KAKO SE POMOĆU POVRŠINE PETOKRAKE ZVIJEZDE MOŽE | 
IZRAČUNATI SIN 18°? 


Površinu »zvjezdolikog .peterokuta« ili »pe- 
tokrake zvijezde« (v. sliku) može se izračunati 
na dva načina.) : 

Spojimo li naime središte zvjezdolikog pete- 
rokuta s nutrašnjim vrhovima zvijezde, raspast | 
će se zvijezda (gl. sliku!) u 5 sukladnih 4-kuta 
s okomitim dijagonalama; lako se dokaže da su. 
one jednake r i 2r sin 18° tg 36°; pa je zato po- 
vršina zvijezde : 

(1) đ P = 5r? sin 18° tg 36". » 
U drugu ruku, spojimo li središte zvijezde 
ze dek s njenim vanjskim vrhovima, dobit ćemo pet 
= sukladnih istokračnih trokuta s bazom 2r sin 72°-i visinom r cos 72. 
No, odbije li se od peterostruke površine r2 sin? 72° cos 72° = 1/2 r* sin 36° 
toga trokuta površina p! = 5r? sin? 18° tg 36° pravilna peterokuta omeđena 

nutrašnjim vrhovima zvijezde, dobit će se baš površina P zvijezde; t. ji. 


cape Patt or? . eet ; I 
S &) : Pat Sie sin 36° — 5r? sin? 18° tg 36°. : Bag 
Formule (1) i (2) daju ' : he ga 
ge a) g Ž i 

> sin 36° — 5r® sin 18° tg 36° = 5r* sin 18° tg 36° — = 

2 ee ee 5 = F x 

> odakle dijeljenjem s s 1* sin 36° izlazi > IE a 
2 sin? 18° 2 3 a 

Zg dm TO ae : = a 

cose" ~ cos sen SI eg 

Sei 2 |< 00-061 2 igin® 18° =) sin 18" ha ON 

peed eos? 18° — gin? 18° — 2 gin? 18° = 2 sin 18° ae 

: ~ 1—4 sin? 18% =.2 sin 18° CR za 


4 sin? 18° + 2 sin 18° — 1 = 0. Odatle konačno | 
o NIT ha E Seas Hear as 1 + VIH age i 
vrijednost ne odgovara, jer je sin 18>0. : Bre 
odajmo da se inate’) sin 18° obično izračunava: po formuli sin | 


a 


(V5— 1. 


oje sio stranica pravilna 10-kuta upisana u krug.  polui 


0, znamo da se stranica pravilna 10-kuta dobije tako. 


nice podijeli po zlatnom rezu; dakle je r : 


de 


137 


DOKLE SE BROJALO? 

U unutrašnjosti Južne Amerike i Australije ima još i danas ple- 
mena koja za brojeve veće od 6 niti nemaju posebnih naziva, niti su u 
stanju da ih izraze sastavljanjem naziva za manje brojeve, Tako Boto- 
kudi jezično razlikuju samo »jedan« i »mnogo«, a kad Bakairi hoće izra- 
ziti neki broj veći od 6 hvataju se za kosu kako bi pokazali da se radi o 
nečem, što se ne da izbrojati. 

Stvaranje naziva i znakova za brojeve bilo je uglavnom uvjetovano 
potrebama dotičnog plemena ili naroda. Za brojeve od 1 do 100, a pogo- 
tovo od 1 do 10 naći ćemo u gotovo svim indoarijskim jezicima veoma 
slične nazive. Ali, ako pođemo dalje, te će sličnosti nestati već kod na- 
ziva za broj 1000. Po tome se najbolje vidi da su ove riječi stvorene tek 
nakon što su se ti narodi raselili iz zajedničke pradomovine, jer je istom 
kasnije nastala potreba da se nađu posebni nazivi za veće brojeve. Čini 
se da je riječ »milijun« upotrebljena prvi put tek u drugoj polovini XIV. 
stoljeća, a trebalo je još mnogo vremena dok je općenito prihvaćena, pa 
Adam Riese oko sredine XVI. stoljeća još piše »tisuću tisuća« za 1,000.000. 
Riječ »milijarda« nastala je u XIX. stoljeću. ' 

Stari su Egipćani u svom dekadskom sistemu imali posebne hijero- 
glifske znakove za 1000, 100000 i beskonačno (ne beskonačno u današnjem 
smislu, nego neizrecivo velik broj). Lotos je izabran kao simbol za 1000, 
jer je »u tisućama« prekrivao jezera, a gušterica znači 100000, jer je u 
jatima od »stotine tisuća« živjela po egipatskim močvarama. Slika čo- 
vjeka uzdignute glave i ispruženih ruku je hijeroglif za beskonačno 

velik broj. : : 
Indijanski Maye imali su posebne nazive za vigezimalne jedinice 

20, 207, 205 i 20%, a Azteki za 20, 20% i 20.7 ; 

} Kod Grka je najveći broj koji se općenito upotrebljavao bio pbpta. 
(10000). Uvidjevši nedostatnost toga sistema, a da bi pokazao kako se ma 
kako velik broj može jednostavno napisati, izradio je Arhimed svoj gla- 
ogoviti »Račun o pijesku« (apuitys). Obično se naime uzimalo, da u 

moru ima beskonačno mnogo zrnaca pijeska i da nema tako velika broja, 

<ojim bi se moglo označiti koliko ih je. Ali Arhimed piše: »A ja ću po- 
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teka no 


No dok su kod modernih naroda veliki brojevi došli u upotrebu jer 
su ih trebale prirodne nauke, nalazimo kod Indijanaca nešto sasvim 
drugo. . : 
Indijei nisu mogli stvoriti drugačiju unijetnost i religiju od one, ; 

koju im diktira klima i flora Indije. Bujnost kojoj se divimo gledajući 

indijske minijaturne slikarije i njihovu arhitekturu nije drugo nego "| 

skrutnuta mašta Indijea. A ta mašta, kao što je stvorila bogove s osam 

ruku i prebogate rezbarije, stvorila je i legende koje pričaju o »miliju- 
6 nima nebeskih sviračica«, »tisućama bijelih slonova« i »nebrojenim mili- 
junima bogova«. 

Indijci su imali posebne nazive za dekadske jedinice do 10 000 mili- 
juna, a vjerovali su da je Buddha nastavio stvaranjem naziva za jedi- | 
‘nice do 105. U jednoj njihovoj narodnoj pripovjetki govori se o nekom — 
kralju, koji je posjedovao 1000 bilijuna dijamanata. Spominje se i neka | 
golema bitka u kojoj je sudjelovalo 10000 sekstilijuna majmuna. Bogova | 
imade — stoji u Indijskim svetim knjigama — 24000 bilijuna, Sam Buda E 
inia 600000 sinova. Iz Indije potječe i poznata priča o kralju Šehramu 
koji je izumiocu šaha Sesa Ebn Daheru obećao da će ga nagraditi sa — 
toliko zrna žita koliko ih dođe na posljednje šahovsko polje ako ih na 
prvo stavi 1, na drugo 2, na treće 4 itd. uvijek dvaput više. a 
: Od sanskritskih legendi, koje opisuju život Bude teško ćemo naći — 
koju gdje se ne spominju brojevi kao »mnogo tisuća milijuna«, »stotine 
tisuća« itd. U legendi o Boddhisatvi (= budući Buddha) u nebu blaženih | 
čitamo: 

»Slavljen među dostojnim poštivanja, boravio je Boddhisatva u 
sjajnoj kući Tušita-neba. Slavile su ga, hvalile i veličale. stotine. 
tisuća bogova.., Lagodno je sjedio u velikoj palači oblaka, mirujućoj 
na tridesetdvije tisuće Zemlji... Palača je lagano uzdrhtala... 
od udružene igre nebrojenih milijuna nebeskih sviračica. Osnova 
i raspored palače bijahu pravilni. Mirisi cvijeća zapuhivali su u njoj kao 
propuh, a osvjetljavale su je upravljene oči mnogih milijuna 
bogova«. : 

Nešto skromniji je opis šetnje kraljice Maye, Buddhine majke: 4 

»Na to se pojavi kraljica Maya, a sa njom osamdeset tisuća zapreg- 
nutih kola pretrpanih nakitom, osamdeset tisuéa bogato ukraSenih slo- 
nova i pratnja od osamdeset tisuća pješaka, sve-samih smjelih i jakih. 
junaka... Iza nje je išlo šezdeset tisuća Šakya djevojaka i posebna 
obrambena četa od četrdeset tisuća Šakya... Drugoj pratnji pripadalo 
Je Sesdeset tisuća Zena iz kraljeva harema... a pridružilo se po osam- 
deset tisuća božjih djevica. zmijinih djevojaka, nebeskih sviratica i 
Zena polubogova i demona«. i : Bo VE 
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Dokaži, da su svi članovi kvadrati cijelih brojeva. Izračunaj sumu 


prvih n članova i sumu drugih korijena prvih n članova. 
28. Dokaži: ako su 44, G2, 24 G, , Projekcije dužine J na stranice n- 
kuta. to vrijedi: 


3 "+ URE + = s 
gee A eae ae +e = 0 


oe ee eee ae ee 


n 
a Odredi opéenito keko cio gate 
S k=] k=l 
3 2r : Ć 
u . * d o ž 
Š , = 0 id 1. 
29. ez ,0<2 <b 
36. Elektron u vakuum-cijevi ima u izvjesnom momentu energiju | e 


gibanja koja se može odrediti u granicama od 20,00 do 20,01 elektron- 
olta (točnost '/2%). Kolika bi prema Heisenbergovoj relaciji neodrede- = 
nosti bila najveća moguća točnost položaja ove čestice, odnosno koliko oka 
iznosi neizvjesnost njezina mjesta (A\ x)? - eon pa 

Uputa. Prema Heisenbergovoj relaciji je Saale neizvjesnosti | 
mjesta (/\x) i neizvjesnosti impulza (/\ i) neke čestice: veličina istog = 
reda kao Planckova konstanta (h):*) Ax.Aieh. : E 


ease h =6,5.10—27 erg. sek. 


A i =m. Av, (m = 9.10-28 grama = masa elektrona, Ee 
je = neodređenost njegove brzine). — See s 
E mv oe, eae a 
Brzina v se dobiva iz formule Ve = ——— u a je M Zune 


< 2. 


: Te aa 


soi= Kadmijeva ialen a kad gebnalić: gori, tone 60 tie pri jako. 
je 2 amp. Priključuje se na ae volt-izmjeniénog napona. preko pred 
nog otpora R (vidi shemu). 

a) Koliki mor: biti predložni otpor Riu kojim se granicam 
om j uslijed z vanja, ako: opterećenje lučnice smije biti 
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‘ 
eae 
Einsteinova formula za defekt mase: A m = A 
c 
(A E = energija u ergima, ¢ = 3. 1019, A m grami!) 


RJEŠENJA 


(Objelodanjujemo rješenje dvaju zadataka iz matematike i dvaju iz fizike) 


wi bat vedi riše opća ta šk 


1. (T. I, p. 483) Cio broj b završava s 2; premjesti li se taj 2 na prvo 
mjesto, nastaje broj b’, koji je dva puta veći od zadanog broja. 

Zadatak su riješili: Blanuša Danilo, Zagreb; Blašković Zdenka, Za- 
greb; Bulatović Z., Beograd; Cvelić Dragutin, Zagreb; Devidć V., Zagreb; 
Lukšić Marija, Zagreb i Šuljak D., Zagreb. 

Prvi način: (Blanuša, Blašković, Bulatović, Devidć). Prema zadatku 
vidimo, da su bi b’ ovako vezani 


(abe be aes og aa et aot ee 
re = =5(2) b= 2 : čak. Mara 
ško da se idući od desna nalijevo r-ta KE broja b’ podudara s (r+1)) | 
-om znamenkom broja b. Također je b’ = 2b; množimo li dakle s 2 po redu | 
znamenke broja (1) i upišemo li rezultate u (2) na odgovarajuće mjesto i 
to prenesemo u (1), dobivat ćemo redom sve nove i nove znamenke broja b 
see po ovoj shemi (shema se čita u smjeru strjelica): 3 


a Ag eft fem Oy 


Cee eee et 


ete On Boo 26 8-5) 8 I 8 A TG 8 42 
ES GI ed Ta Co ee eee eS 
Sete eb -s- 4-0881 boa - B20 a tO BG ones 


"Fražen je dakle broj b = broju (3) ili broju, koji se dobije kad se broj g 
napiše uzastopce 2 put, 3 put, 4 put it. d. 


: Drugi način: (Blanuša, Bulatović, Cvelié, Lukšić, Šuljak) označi 
li s x broj, što nastaje kad broju b otejepimo znamenku jedinica 2, a s n 


broj znamenaka broja b, onda je b = 10 x + 9, b = 2.10" +x, što uvršteno 


2 n_o9 
: ub: —= 2b daje 19 x = 2 (igo Dakle je b = l10x +2 di 
SPRE +2- TE pretvorimo li — jy U decimalni razlomak, dobit ćemo 


čisto merog ens razlomak; označimo li mu S iP periodu, bit će g == 9 — 
4 -10'"—E 


ina. 


yon tt za 


1019 _ 
eae es broj, more n + 1 biti višekratnik od 19, dakle ane 19 k, gdje 
. Re e ILA By ia Le k =1 izlazi b = me: Vidimo dakle, da se trazeni broj. 


2 dobije tako, da periodu P broja 75 


što uvršteno u ABN izraz za b daje b = P. . Da ovo bu d 3 


napišemo. uzastopee 1 Re 2 put 


B 


Bu I p. 43). Da se ‘bia levi 1, 2, 3,4, 5,6, 18,9: rasporede: kale 
trokuta, da suma kvadrata četiriju brojeva na svakoj stran 
ee ne se provesti ovo razmatranje: 
anim brojevima ima $ parna. ve 5 neparnih ki 
trokuta (napravi sliku!) mogu | oa i OV we 
; IL da si. 
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raznim stranicama, jer bi na tim stranicama suma kvadrata bila neparna, 

“a na trećoj stranici parna. Moraju dakle oba biti na istoj stranici. Tu 
mogućnost moramo uzeti u obzir, jer je u tom slučaju suma kvadrata na : 
svim stranicama parna. Uz pretpostavku III ne mogu tri preostala parna : 
broja biti na svakoj stranici po jedan, jer bi suma kvadrata na stranici 
s neparnim brojevima na vrhovima imala neparnu sumu kvadrata, a 
ostale dvije parnu. Moraju dakle dva parna broja doći na istu stranicu i 
to ne na onu s neparnim brojevima na vrhovima, kako je lako vidjeti, 
nego na jednu drugu. Treći preostali parni broj mora doći na tu stranicu 
s neparnim brojevima na vrhu. Onda je suma kvadrata na svim strani- 
cama neparna. Uz pretpostavku IV moraju preostala dva parna broja 
doći na po jednu stranicu, i to ne na onu, na kojoj su na vrhovima parni > 
brojevi. Onda je suma kvadrata na svim stranicama parna. 

Označimo li sa A, B, C brojeve na vrhovima, a sa N jednaku sumu 
kvadrata na svakoj stranici, to je očito 
SN. == 1644-9516 +25 736491 64-781 A? Bi 0% 
jer su na lijevoj strani brojevi A?, B?, C? uzeti dvaput u račun, tako da je 

Š 2 = . oa 
; esse eje . 4 , ae ae 
k : 3 ek 

. Mora dakle A?+B?+C? biti višekratnik od 3, a to će biti onda, ako su sva — 
tri broja A, B, C višekratnici cd 8 ili nijedan od njih. U prvom slučaju | 
bi onda na vrhovima bili brojevi 3, 6, 9, što odgovara pretpostavci III. | 

Prema gore rečenom morala bi tada između 6 i 9 doći dva: parna ili dva - 

neparna broja. No suma kvadrata izlazi prema izvedenoj formuli N = 187, - 
pa ako stavimo između 6 i 9 dva neparna broja, to s brojevima 1, 3 izlazi - 

poms kvadrata 127, dakle premalo, sa.1, 5 izlazi 148, dakle previše, a po- 
gotovo previše s ostalim kombinacijama od po dva neparna broja. Mogu — | 
dakle između 6 i 9 doći samo dva parna broja i to 2 i 4, jer samo onda 
zlazi prava suma kvadrata. 137, dok za sve ostale izlazi prevelika. Treći 

preostali parni broj, naime 8, mora doći na stranicu između 3 i 9, a 3, 8, 9 

eć daju sumu kvadrata 154, dakle preveliku, premda još nema četvrtog | 

oja na toj stranici. Brojevi 3, 6; 9 ne mogu dakle stajati na vrhovima. 
okuta, već za to dolaze u obzir samo brojevi 12,4;5,1,8,9: Brojevi 

, 6,9 mogli bi biti postavljeni tako, da svaki dođe na jednu stranicu, ili 

oda dva budu na jednoj, a treći na drugoj. Uz ovu posljednju: mogi ) 

bila bi suma kvadrata na toj.jednoj stranici kao suma dvaju sa 3 djelji 
dvaju sa 3 nedjeljivih kvadrata nedjeljiva sa 3, dok bi na. drugoj stran. 

a suma bila sastavljena od jednog sa 3 djeljivog broja ity triju sa 3 ned é 

vih kvadrata i zato sa 8 djeljiva. Brojevi 3, 6, 9 moraju dakle biti ras- 

por eđeni po jedan na svaku stranicu. N je u tom slučaju na svakoj. stran 
jednog sa 8 djeljivog broja i triju sa 3 nedjeljivih kvadrata. i i ste 

iv sa 8. Pai N = an. Neka se brojevi počevši od vrha A unaokolo 

j vn 6 kiciraj!). ‘Onda dakle mora biti Se ie See 


s: 


2p čepa iN 
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samo brojevi 1, 2 (inače je zbroj kvadrata prevelik), a u tom slučaju bt 


četvrti broj te stranice morao biti V 19, što nije cio broj. U drugom slučaju — 
na vrhovima te. stranice mogu doći brojevi 1, 4, dok bi četvrti broj opet. | 
morao biti V19. U trećem slučaju na toj stranici svakako izlazi prevelika | 

. suma kvadrata. Pretpostavka III se dakle mora odbaciti. \ 

Uz pretpostavku IV dolaze za vrhove u obzir kombinacije 241, 281, 481, 
945, 285, 485, 247, 287, 487. Nas spomenuti uvjet zadovoljavaju samo kombina- 
cije 241, 285, 487. Pripadne vrijednosti za N jesu: 102, 126, 138. U prvom slu- 
čaju bi četvrti broj na stranici, na kojoj se nalazi 9 ispao 1, 2 ili 4, a ti 
su brojevi već na vrhovima. Treći slučaj otpada, jer suma kvadrata na 
toj stranici izlazi svakako prevelika. 
i Preostaje konačno .drugi slučaj, da su na vrhovima brojevi 2, 5, 8. 
Prema onom, što smo rekli kod diskusije pretpostavke IV, moraju između | 
8 i 2 stajati dva neparna broja. Suma kvadrata im mora biti 58 (jer suma | 
svih kvadrata te stranice treba da bude 126), pa budući da 9 otpada, jer 
mu je kvadrat već sam jednak 81, to od brojeva 1, 3, 7 očito brojevi 3, T 
daju traženu sumu kvadrata. Brojevi između 5 i 8 moraju imati sumu _ 
kvadrata 37. Od preostalih brojeva 1, 4, 6, 9 opet 9 otpada i očito moranitii 
staviti brojeve 1, 6. Preostala dva broja 4, 9 dolaze između 2 i 5 i daju | 
ispravnu sumu kvadrata. Time je zadatak riješen. H 
Ako je trokut zadan, možemo tri broja | 
J 2, 5, 8 na šest načina rasporediti na njego-. 
vim vrhovima. Na svakoj stranici mogu. 
dva broja između Vrhova biti raspoređena. 
na dva načina. Dobijemo dakle svega. 
6.2.22 =48 mogućnosti, koje dakako nisu 
bitno različite. Slika pokazuje jednu od 
tih mogućnosti, pri čemu su brojevi spojeni 
u poređaju veličine, pa je nastao simetričan | 
lik. Još je zanimljivo primijetiti, da se 
brojevi na simetričnim točkama toga lika 
i: nadopunjuju na 10. Konačno još treba uka- 
2 3 2 & zati na to, da su ne samo sume kvadrata, 
: SON nego i sume samih brojeva na svim stra- 
2 i nicama jednake, naime iznose 20. Obrnuto ne vrijedi, jer se brojevi mogu | 
rasporediti, da sume na stranicama budu jednake, a sume kvadrata da ne 
budu jednake. Tako na pr., ako stavimo brojeve unaokolo u trokutu, počevši 

od jednog vrha, u poredaju 492581678. Opet je suma na svakoj stranici 20 
| ali sume kvadrata su 126, 126, 110. a 
. Gornje rješenje zadatka 2 dao je Cvelić Dragutin, Zagreb; slika 
potječe od Blašković Zdenke, Zagreb. : Fe . 
bs 


BS fe 7 (v. I, p. 44). U kockici brida 1 em nalazi se 28 trilijuna molekal 
t plina kod normalnog tlaka i 0". Broj molekula duž brida ovakve kockice 


. 


a , 3 or = WN 
iznosi > V2810% = 3,037.10°, te je jednak broju kvadratnih centimetara 
plohe, po kojoj bi se molekuli mogli razmjestiti 3,037.10% em* = 304 m? 
E" Dužina zemaljskog ekvatora iznosi 4.10% em, Lanac sastavljen 
sviju molekula obuhvatio bi zemaljski ekvator ‘ Or ae 
bites SBE a ra a BE mE 
pika A AB BŠTLAOE << (DUNS in cote eee 
8 (v. Lp. 44). Verh e:ov opis Serpe wiley sd Ova Blatt nE 
sko b + Verne-ov ey i osnovnim stavcima me 
nike. Putnici il pre Imeti u »bombi« ne gube težinu postepeno E 
neutralnoj točki, već je izgube odmah na početku uzleta. 
bačena dva tijela, od kojih jedno počiva na drugom, 1 


Lu 


DD Di 
DS 


= RA 
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Dok vanjski otpor uzduha usporava gibanje stijena bombe, ne bi on mogao 
utjecati na predmete, koji bi lebdili u bombi. 

. Udaljenosti neutralne točke od Zemlje (x) i od Mjeseca (y) izlaze 
ovim računom. Označimo li sa M, m, u redom masu Zemlje, Mjeseca, 
bombe, imamo 


M u m u 
ra zo 
3 : a : Na se Re . a 
Budući da je x + y = 60 r (x = 6870 km = radij Zemlje), — = 80, izlazi 
1 1 i 
x? 680 (60 ra) 
prema tome je x = 54 r, y = 6 r t. j. neutralna točka dijeli spojnicu 
Zemlja — Mjesec u omjeru 9 : 1, Ona je od Zemlje udaljena 344000 km, a 


od Mjeseca 40000 km. 
Kako je masa Sunca 330000 puta veća od mase Zemlje, položaj neu- 


X tralne točke sustava Zemlja — Sunce je određen jednadžbom 
M 330 000 M 
xP y? 7 
iz koje slijedi = = 574. Budući da je x + y = 150000000 km, dobivamo 


nego do Mjeseca. 

Jednostavan račun pokazuje utjecaj Sunčeve mase u neutralnoj točki 
sustava Zemlja — Mjesec uz pretpostavku, da se sva tri tijela nalaze u 
jednom pravcu. Uzmemo li za udaljenost Zemlja — Sunce 24000 r i ozna- 
éimo li sa F1 privlačnu silu prema Zemlji, sa Fe prema Suncu, imamo 


F» 54 r 
tf s 2 — 
= 330 000 (5 PERE: =) 1,7. 


Opaska, Iza prvog svjetskog rata raspravljali su stručnjaci o upo- 
rabi rakete za izbacivanje bombe u svjetski prostor. Izvodili su u tu svrhu 
neke početne pokuse na Zemlji, ali bez uspjeha. Stručna djela o tom nap!- 
sali su ruski profesor Žolkovski i američki pisac R. :H. Goddard. (A me- 
' thod of reaching extreme altitudes, Smithsonian Inst. Washington 1919), 
O tom pitanju v. naš časopis, No. 2., p. 93 (1946). te »Priroda« XVIII, 
p. 169 (1928). 

(Zadatke 7, 8 je riješio Pejnović Dušan, Zagreb). 


x = 260000 km. Mogli bi dakle reći, da je lakše izbaciti bombu do Sunea 
: 
1 
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VIDOJE Z. VESELINOVIĆ. Osnovi: osiguranja na život, 
kombinatorike i računa verovatnoće. Prosveta, izdavačko 
preduzeće Srbije, Beograd 1946. strana 248, cijena Din 125. 

Vidoje Ž.- Veselinović je honorarni profesor Ekonomsko-komercijalne 
visoke škole u Beogradu i svakako je naš najplodniji pisac iz područja 


računica, koja je izašla 1940 i Trgovačka računica iz 1946. Sa 


linović dao je tako i treći dio te trilogije. Pisac nije nov u struci osigu- 
ranja, jer je još 1929 zajedno sa Svetolikom Sretenovićem izdao knjigu 
istog naslova, koja je tada bila namijenjena đacima trgovačkih akademija. 
ajnovija Veselinovićeva knjiga obraća se međutim znatno širem krugu: 
tatelja, ona je namijenjena prvenstveno slušačima  Ekonomsko-komerci- 
nih visokih škola, ali će služili i profesorima i đacima trgovačkih | aka- 
emija, kao i svim licima, koja se iz svakodnevne potrebe bave problemima 
guranja na život. Mišljenja smo, da će knjiga odlično poslužiti i aktua- 
ma (matematičarima osiguranja), jer je po svom sadržaju pisana ne samo 
i udžbenik, već i Kao eng u kome će sne naći sve ono, što 
mu dA treba. ae 2 ‘ee 


tzv Privredne matematike. Od njegovih djela najpoznatija su Politička 


vojom najnovijom knjigom Osnovi osiguranja na život Ve- 


14 


Knjiga je pisana vrlo razumljivo i sistematski, te obrađuje. stvarno 


cjelokupnu aktuarsku matematiku, a dijeli se na tri dijela. U prvom dijelu. 
obrađuju se osnovi kombinatorike, u drugom dijelu osnovi računa vjero- 
jatnosti, dok je treći i najopsežniji dio posvećen matematici osiguranja 
života. Taj treći dio opsiže gotovo 200 stranica teksta. 1 
Dok se prvi i drugi dio knjige ograničuju samo na najelementarnije | 
pojmove kombinatorike i računa vjerojatnosti, u trećem dijelu se siste-. 
matski upoznajemo s aktuarskom matematikom. Pisac nas uvodi najprije. 
i vjerojatnost doživljenja, zatim nam | 


u opće pojmove, tablice smrtnosti 
tumači izračunavanje jednokratne i godišnje premije te bruto-premije osi- 
guranja na život jednog lica. Vrlo je zanimivo obrađeno poglavlje o izraz | 


čunavanju premijske rezerve, te je protumačena na vrlo instruktivnim 
brojčanim primjerima it. zv. knjigovodstvena metoda, Opširno je obra-. 
dena tehnika poslovanja i 5 time u vezi pojam štedne i rizikopremije, 
otkup, kapitalizacija i preinačenje osiguranja i, konačno, reosiguranje. 
Vrlo je temeljito obrađen i odsječak o osiguranjima na dva života, u tom 
odsječku prikazano je kako se računaju jednakratna i godišnja premija 
za glavne vrste osiguranja, a pokazano je također kako se za te iste 
vrste osiguranja izračunava premijska rezerva. Knjizi je dodano 55 zadar 
taka za vježbu, osim toga tablice 17 i 20 engleskih društava na jedan _ 
«dva života, : 

Ovo djelo vrlo dobr 


o ispunjava pomanjkanje domaće stručne litera- 
ture u tom području to više što je knjiga pisana stručno i s mnogo pozna 

pe “vanja materije. koja se obrađuje. Knjiga je po sadržanom gradivu vrlo 
opširna, možda i preopširna, svakako je obilatija gradivom od sličnih djela 

“kod nasi u inozemstvu. Pisac si je naime dao truda, da sistematski obradi 

sve važnije vrste osiguranja, pa je u knjizi dao sve izvode i formule za 
izračunavanje premija i rezervi za svaku moguću kombinaciju. Poradi to 

poe knjiga će se moći izvrsno primijeniti i kao priručnik, samo je šteta da 1 
: tu svrhu nije knjizi dodano kazalo, koje bi jako olakšalo uporabu knjige. U 
oe vezi saformulama, koje se u knjizi citiraju, primijetili bismo da su f 
inf? mule za izračunavanje premijske rezerve osiguranja na utvrđeni rok ona 
Bu kako ih pisac izvodi i citira na str. 135 i 186 sigurno ispravne, ali je štet: 
ene ee da nisu pokazane i one formule koje se danas u praksi mnogo primijenji 
= a ae U praksi se naime rezerve osiguranja na utvrđeni rok računaju obi 
(> posebno za živa lica i to u glavnom po prospektivnoj metodi, a pos 
0.  . kao rezerva štete za umrla lica. Pisac nasuprot tu razliku ne pravi, 
ALEC omatematski naravno nije greška, ali za praksu nije uvijek najprikladnije 


Noel: ge : er < Žao nam je da pisae vjerojatno zbog. pomanjkanja prostora nije obra 
"TENA dio i matematiku socijalnog: osiguranja, koje je u našoj današnjoj dr 
BAVE: štvenoj“ stvarnosti gotovo važnije od pojedinačnog osiguranja na živ 


SO dau Pisac upotrebljava u svojoj knjizi oznake Kod izračunavanja premi, 
ČA oi premijske: rezerve, koje se razlikuju od inače uobičajenih. EA 
> bismo mogli posve složiti. Podsjećamo u tom pogledu na to, da je 2 


Dp be i 
u budućem izdanj 


Važno upozorenje 


pretplatnicima časopisa! 


: 

| Evo i trećeg broja Glasnika; do konca ove godine izaći će 
još dva broja, iako da će se Tom I Glasnika sastojati od pet 
brojeva po 3 arka — svega dakle 240 strana. | 


Ovome broju »Glasnika« prilažemo čekovnu uplatnicu, pa 


molimo sve pretplatnike, da nam odmah pošalju pretplatu, — 
godišnje 120 dinara. Budući da je prvi broj Glasnika raspro- 
dan, ne možemo ga dostaviti onim pretplatnicima, koji su se 
na naš časopis pretplatili nakon izlaska prvog broja; za te 
pretplatnike pretplata do kraja ove godine iznosi samo 100 di- 
nara. Broj 33.677 čekovnog računa kod Poštanske štedionice 
| vrijedi i za ostale narudžbe kod Hrv. prirodoslovnog društva 
u Zagrebu. 
Specijalno molimo one kojima prvi broj. Glasnika nije 


potreban da ga vrate — novac će dobiti natrag. 


